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Avant-propos 


L'Analyse est un vaste domaine des mathématiques lié aux 
notions de fonction, de dérivée et d’intégrale. A l'heure actuelle, 
elle embrasse nombre de domaines plus restreints: équations 
différentielles (ordinaires et à dérivées partielles), équations inté- 
grales, fonctions de variable complexe, géométrie différentielle, 
calcul des variations et d’autres. Mais tandis que le contenu de 
l'analyse mathématique peut être considéré comme formé, les 
opinions sur sa structure subissent d'importants changements. 
Dans le cours classique des années 1920 de E. Goursat, toute l'analyse 
est présehtée comme sur uno immense plaine, à un même niveau 
d'abstraction; dans les livres d'aujourd'hui, on prête une grande 
attention à la mise en relief des « étages » d'abstraction, c'est-à-dire 
des « structures » (Bourbaki) différentes qui caractérisent les bases 
mathématico-logiques des constructions initiales. Le retour aux 
bases éclaircit l'essentiel du problème en libérant le mathématicien 
de la nécessité d'étudier les traits individuels de l'objet, ce qui, 
à son tour, rend possible l'étude de nouveaux objets offrant une 
autre individualité mais la même construction de fond. 

Ainsi, on connaissait la démonstration de l'existence et de 
l'unicité de la solution d'une équation différentielle due à Picard 
et basée aur la méthode des approximations suctessives de la fonction 
cherchée sur un intervalle par d'autres fonctions obtenues selon des 
règles données. Ensuite, on a formulé (Banach et d'autres savants) 
la « méthode du point fixe » que l'on a appliquée à la démonstration 
du même théorème. Cette méthode a découvert la partie essentielle 
de la démonstration de Picard : l'existence d'un opérateur contrac- 
tant dans un espace métrique. Et tout l'entourage, fonctions numé- 
riques sur un fntervalle, équation différentielle, s'est avéré peu 
important. Finalement, la « méthode du point fixe » a non seulement 
rendu la démonstration du théorème de Picard plus claire, plus 
« géométrique », mais a aussi donné une possibilité de démontrer, 
en développant son idée, une quantité do théorèmes d'existence où 
il ne s'agit même pas de fonctions sur un intervalle ni d'équations 
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ditférentielles, On peut en dire de même de la géométrie de l’espace 
d'Hilbert, du calcul des fonctionnelles différentiables, etc. 

Dans ie présent livre, nous oxposons les concepts fondamentaux 
de l'analyse mathématique relativement aux fonctions d'une varia- 
ble. Mais nous attribuons au terme « une variable » un sens élargi. 
C'est que, pour certaines notious fondamentales do l’'nnalyse, telles 
que limite et continuité, la distinction entre les cas classiques d’une 
et de plusieurs variables n'est pas si importante; pour les chapitres 
correspondants, nous préférons donc un niveau optimal de généralité 
en sous-entendant par « une variable » un point d'un espace métrique, 
par oxomple. Cepondant, lorsqu'on arrive à la dérivation et à l'inté- 
gration, la différence entre les cas classiques mentionnés devient 
sensible, et nous nous bornons alors aux fonctions « vraiment » 
d'une variable, d'abord réelle, puis complexe. Néanmoins, ce n'est 
qu'au début que les valeurs de ces fonctions sont nuinériques; 
par la suite elles deviennent vectorielles, même appartenant à un 
espace normé, ce qui offre un vaste champ d'applications. Les fonc- 
tions analytiques font dans notre exposé partie intégrante de l'ana- 
lyse. Nous ne touchons pas, dans ce livre, au grand domaine du 
calcul différentiel et intégral des fonctions de plusieurs variables 
qui demanderait encore un volume au moins. 

Nous n'avons pas incius dans lo livro l'intégrale de Lebesgue, 
parce que, dans ies problèmes analytiques que l'on traite ici, on 
ne rencontre que les fonctions continues (ou possédant uu nombre 
fini de poiuts de discontinuite) pour l'intégration desquelles l’inté- 
grale de Riemann est bien suffisante. En ce qui concerne les pro- 
blèmes plus compliqués de l'analyse, par cxemple la théorie des 
équations intégrales, le rôle décisif de l'intégrale de Lebesgue est 
incontestable. Mais un exposé de la théorie de l'intégrale de Lebesgue 
dans le présent livre risquerait de surcharger f’attontion du lecteur 
par les nuances spécifiques de la théorie des fonctions de variable 
réelle et de celle de la mesure. 

Bien que, formellement, le livre n'exige que les connaissances 
du cours secondaire, il serait bien si le lecteur s'était fumniliarisé 
avec la construction de graphiques, l'intégration, la dérivation 
et leurs applications géométriques les plus simples. Le présent 
ouvrage n'est pas un manuel d'analyse mathématique : il est plutôt 
destiné à susciter la réflexion, à faire comparer les aspects différents 
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de la théorie. Certains endroits peuvent être utilisés dans un cours 
ou un séminaire de type approfondi. Les exercices poursuivent le 
même but; aucun d'entre eux ne vise à travailler la technique (les 
recueils usités contiennent de tels exercices en quantité suffisante), 
mais tous illustrent et développent la théorie générale exposée. 

Cet ouvrage est composé de trois parties. La première (« Intro- 
duction à l'analyse ») et la deuxième (« Calcul différentiel et inté- 
gral ») sont à la disposition du lecteur; la troisième partie « Chapitres 
choisis de l’analyse moderne » paraîtra en français fin 1973. 

Dans la première partie, l'exposé systématique commence par 
la théorie des nombres réels (chapitre 1). Nous sous-entendons par 
nombres réels un ensemble d’objets satisfaisant à certains axiomes. 
IL existe d’autres constructions de la théoric des nombres réels où 
l'on démontre les propositions que nous choisissons pour axiomes 
en partant (dans un exposé rigoureux, par exemple dans le cours 
connu de Landau) des axiomes des nombres naturels et de ceux de 
la théorie des ensembles. Dans les constructions des deux types, il 
manques un élement essontiel, à savoir la démonstration de la non- 
contradiction des axiomes. 1] semble que ce défaut soit propro à 
toutes les constructious modernes de la théorie des nombres réels. 
Le problème est loin d'être technique, il heurto les bases mêmes 
de la pensée mathématique. Dans ce contexte, le choix du point de 
départ pour le schéma général de l'analyse devient inessentiel, et 
nous le voulons le plus proche possible des constructions analytiques 
proprement dites. 

Dans le chapitre 2, après une brève incurgion dans la théorie 
des ensembies, nous introduisons les notions de structure mathé- 
matique et d'isomorphisme. En tant qu'illustration, nous établissons 
l'unicité (à un isomorphisme près) de la structure des nombres 
réels. Nous introduisons également les structures de l’espace n-di- 
mensionnel et du corps des nombres complexes. 

Le chapitre 3 est consacré à la théorio des espaces métriques. 
Dans le chapitre 4, nous développons la théorie générale des limites. 
Cette théorie a pour base, d’une part, un ensemble E sur lequel on 
choisit une direction (c.-à-d. une famille ordonnée d'ensembles 
d'intersection vide qui représente une formation molns générale 
que le filtre de Cartan mais bien suffisante pour l'analyse) et, d'autre 
part, une fonction définie sur l’ensemble E à valeurs dans un espace 
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métrique, Ce schéma cmbrasso tous les types de limites considérés 
dans l'analyse, à partir de la limite d’une suite numérique jusqu’à 
la dérivée ot l'intégrale. 

Dans le chapitre 5. après 1ea théorèmes sur la continuité des 
fonctions numériques sur l'axe réel. nous introduisons, à l'aide 
d’equalious fonctionnelles, le logarithme (dont l'inversion conduit 
à l'expouentielle) et les fonctions trigonomctriques. L'algèbre et 
la topologie des nombres complexes ainsi que lo théorèmo d'oxistence 
d'une racine d'un polynôme à cocfficicnts complexes sout considérés 
en tant qu'applications. 

Dans le chapitre 6, nous envisageons la théorie des séries (numé- 
riques, de puissances, fonctionnelles). 

Ln deuxième partie du livre s'ouvre par le chapitro 7 sur la 
dérivée. Les chapitres 7 et 8 contiennent le calcul différentiel pro- 
pronent dit. La formule et la série de Taylor amènent à l'extension 
naturelle de l'analyse réelle sur le domaine cemplexe. 

Dans le chapitre 9, à côté de la théorie géncralo de l'intégrale 
de Riçmaan, on en trouve quelques applications. Pour le dévelop- 
pement ultérieur de l'analyse, la techniqua des fonctions analytiques 
devient indispensable, ct nous l'exposons dans lo chapitre 10. Les 
fonctions analytiques s'avèront, en particulier, très utiles pour le 
Calcul des intégrales impropres auxquelles on consacre le chapitre 
suivant. 

Le système de numérotation devient clair on considérant l’exem- 
ple suivant : le symbole 10.37. b veut dire « chapitre 10, paragraphe 
8, numéro 7, point b ». D’uno manière analogue, la formule 10.37 (4) 
est la quatrième formule du numéro 10.37. Dans les limites d'un 
numéro, les formules sont numérotées dans l'ordre naturel. Les 
figures et les exercices sont numérolôs dans les limites d'un chapitre. 


L'auteur 


L'analyse mathématique est une sympho- 
nie cohérente de l'infini. 


D. Hilbert 


PREMIÈRE 
PARTIE 


Introduction 


à l’analyse 


CHAPITRE 1 


Nombres réels 


Nous concluons doncques qu'il n'y 
a aucuns nombres Sbairds: irrationels, 
IASquiIe inexplicables ou sourds; tnais 
qu'il y à en cux telle excellence, ct con- 
cordance, que nous avons matiere de mo- 
diter uuict ct jour en Jour admirable pur- 
fection. 


Simon Steutu 


$ 1.1. Premières notlons sur les ensembles 


1.11. Lorsqu'on considère plusieurs objels quelconques (« clé- 
rnents »), on emploie les termes tels que « collection », « totalité », 
« ensemble ». On parle, par exemple, de l’ensemble des étudiants 
d'une salle d’étudc, de l'ensemble des grains de sable d’une plage, 
de l’ensemble des sommets d'un polygone ou de celui de ses côtés. 
Chacun de ces ensembles est composé d’un certain nombre d'éléments 
(que l'on peut estimer bien qu'il soit peut-être impossible de l’éta- 
blir exactement *)}. De tels ensembles sont dits finis. 

En mathématiques, on à souvent affaire aux ensembles dont les 
objets ne sont pas en nombre fini; l'ensemble des nombres naturels 
1, 2, 3, ..., ainsi que celui de tous les points d'un segment en 
sont les exemples les plus simples **). De tels ensembles sout dits 
infinis. 

De même uous classons parmi les ensembles ensemble vide qui 
est un ensemble dénué d'éléments. 

D'habitude, nous désignons un ensemble par l'une des lettres 
majuscules 4, 8, C, ... et ses éléments par des lettres minuscules. 
La notation & € À (ou bien À 3 a) signifie que a ost élement de 
l'ensemble À: la notation a & À ou a E À ou encore À 3e veut 
dire que @ n'est pas élément do À. La notation À & B (ou B = À) 
signifie que tout élément de À est élément de B ; dans ce cas l’en- 


*) e 11 est des prrsonnes, à roi Gélun, qui pensent que le nombre des grains 
de sable est infini... Quant à moi. je vais faire voir par des démonstralions géo- 
métriques auxquelles tu ne pourras refuser ton assentiment, que par»m les num- 
bres.. {1 y en a qui excèdent le nombro des grains d'un dolinte de aable égal 
non soulerment à la grandeur de la terre, muis encoro à celui de l’umvcrs vutier » 
(Archimède, ZL'arénatre). 

**) Los définitions rigoureuees des êtres considérée 1laus $ 1.1 en Lant 
qu'exemples seront données plus bas. (Ici ils n'ont qu'une valeur illu-trative.) 
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semble À est appelé sous-ensemble de l'ensemble B, Le plus vaste 
des sous-ensembles de B est évidemment l'ensemble B, le plus 
étroit l'ensemble vide, N'importe quel autre sous-ensemble de B 
contient forcément des éléments de B, mais pas tous. Chacun de ces 
sous-ensembles est appelo sous-ensemble propre. Les symboles 
€. 3,&,2 sont appelés symboles d'incluston. Si les inclusions 4 GB, 
B © A ont lieu, cela veut dire que tout élément de l'ensemble À 
est élément de l'ensemble Z et, réciproquement, tout élément de B 
est élément de À ; ainsi, les ensembles À et B se composent de mêmes 
éléments et sont donc confondus. Ce fait est noté À — B. La notation 
analogue pour les éléments a = b veut dire tout simplement que 
a et b est un même élément. 

Il existe des méthodes différentes de définir un ensemble. La 
plus simple est d’énumérer tous ses éléments, par exemple: À = 
= (1,2,...,15). Un autre procédé souvent utilisé consisto 
à énoncer les propriétés caractéristiques des éléments de l'ensemble, 
par exemple: À = {x : 1% — 1 0} est l'ensemble de tous les x 
qui vérifient l’inéquation suivant le deux-points. 


1.12. Considérons deux opérations simples que l’on peut effcctuer 
sur les ensembles: réunion et intersection. 

Définissons d’abord la réunion. Soient des ensembles 4, B,C,... 
L'ensemble de tous les éléments dont chacun appartient à l'un 
au moins des ensembles 4, B, C, ... s'appelle réunion des ensem- 
bles À, B,C,... 

Ainsi, la réunion de l'ensemble À = {6, 7, 8, . ..} (de tous 
les nombres naturels supérieurs à 5) et de l’ensemble B — 
= {3, 6, 9,...} (de tous les nombres naturels multiples de 3) 


est l’ensemble 
S = (3, 6, 7, 8, 9, 10, ...} 
(de tous les nombres naturels sauf 1, 2, 4 et 5). 

Introduisons maintenant l'opération d’intersection. On appelle 
intersection des onsembles À, B, C, ... l'ensemble des éléments 
appartenant à chacun des ensembles donnés. 

Ainsi, dans l'exemple précédent, l'intersection des ensembles 

A — (6, 7, 8, 9, 10, se). 


B — {3,06,9,12,...) 
D — {6,9,12,...}. 


I] se peut que les ensembles 4, B, C, ... n'aient aucun élément 
commun. Alors ils ont l’ensemble vide pour intersection; on dit 
dans ce cas que les ensembles À, 8, C, ... sont ditsjoints. Par 
exemple, les trois ensembles numériques 


A={1,2}, B=1(2,3}, C= {1,3} 


est l’ensemble 
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sont disjoints (bien que n'importe quels deux d'entre eux possédent 
des éléments communs). 

On peut considérer la réunion et l'intersection des ensembles qui 
sont en nombre fini ou non. Ainsi, on peut construire la réunion des 
ensembles dont chacun est formé de tous les noints d'une droite 
passant par un point donné © du plan. Cette réunion cst évidemment, 
l'ensemble de tous les points du plan. L’intersection des cnsembles 
mentionnés est l'ensemble furmé d'un seul point ©. 


Pour la réunion d'ensembles on utiliso les symboles >» et L, 
de Sorte que, par exemple, la notation 


S= VA; où S= 14 
v=t væt 


désigne la réunion des ensembles 4,, 42, ..., À,, ... 


Pour l'intersection d’ensembles on utilise les symboles [] et 1, 
de sortie que, pur exemple, la notation 


D= [] 4 où D=0NA, 
v=t 


val 


désigue l'intersection des ensembles A4, 42, . .., À4,,.. 


$ 1.2. Axiomes des nombres réels 


La définition donnée ci-dessous part des propriétés élémentaires 
des nombres dont nous prenons connaissance par l'expérience quoti- 
dienne et dans l'école secondaire *). Au lieu de définir un nombre 
réel isolé, nous définissons tout l’ensemble des nombres récls comme 
ensemble inuni de certaines relations et opérations. 


Les propriétés des relations et des opérations sont données p: 
un systéme d'axiomncs. 


Les axiomes sout partagés en quatre groupes : les axiomes d’addi- 
tiou, les axiounes de multiplication, les axiomes d’erdre et le quas- 
trième groupe qui contient un Seul axiome, celui do borne supérieure. 


*) Le rôle de l'expérience quotidienne n'est pas tout aussi déterminant pour 
l’axiome de borne supérieure (1.24). Or, il en est de mêmo du postulat d’Euclids 
(sur l'existence d’uno parallèle unique) qui est à la base de la géométrie. L'oxpé- 
rience no nous fournit pas des axiomss mathématiques d’une façon catégorique; 
entre l'expérience et la science, il y a une étape de formation d’axiomes qui, 
dans le cadre d’une même expérience, peuvent varier d’une façon radicale. Tout 
comms, parallèlement à la géométrie euclidienne, il existe une géométrie non 
euclidienne (celle de Lobatchevski) avec l’axiome d'existence de différentes 
droites passant par Un point donné et parallèles À une droite donnés, il existe, 
à côté de la théorio des nombres récls que nous exposons, d’autres théories dans 
lesquolles un ensemblo borné ne possède pas forcément une borne supérieurs [61]. 
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Définition. Un ensemble d'éléments zx, y, z, ... est 
appelé ensemble R des nombres réels si les propriétés suivantes ont 
lieu : 


1.21. Opération d'addition: à deux objets quelcon:- 
ques zx, y il correspond un objet z appelé somme de x et y et noté 
zx + y, de Sorte que les conditions Suivantes sont Satisfaites : 

a. 2 + y = y + x quels que Soient x et y de A. 

b. (T+y) +z= zx + (y +2) quels que soient x, y, z de R: 
c'est pourquoi l’expresslon x + y + z est univoque. 

c. Il existe dans R un élément désigné par O (zéro) et tel que 
z +0 = x pour tout x € Ji. 

d. Pour tout z € R, il oxiste un élément y dit opposé de zx et 
tel que x + y = 0. 


1.22. Opération de multiplication: à deux 
objets quelconques zx, y il correspond un objot u € R appelé produit 
de z et y et noté z-y (ou zy), de sorte que les condit:ons suivantes 
sont remplies : 

a. zxy — yz quels que soient x et y de R. 

b. (zy) z = x (yz) quels que soient x, y, z de R; c’est pourquoi 
l'expression zyz est univoque. 

c. [1 existe dans R un élément différent de O, désigné par 1 
(unité) et tel que z-1 = x pour tout x € À. 

d. Pour tout z:£ 0, il existe dans À un élément u, dit inverse 
de x, tel que ur = 1. 

e. Quels que soient x, y, z de À, l'égalité 


(y +2) = zy + zz 
est valable. 
Le dernier sxiome lie L'opération de multiplication à celle d’addi- 
tion introduite’ plus haut (1.21). 
L'ensemble des objets x, y, . .. satisfaisant aux axiomes 1.21- 
1.22 est appelé corps numérique ou corps tout court. 


1.23. Relation d'ordre: Deux élémenta quelconques 
z,y de R satisfont à l'une (ou aux deux à la fois) des relations x < y 
(x est inférieur ou égal à y) et y < x avec les propriétés suivantes : 

a. zx pour tout zx; z KL y, y Lx impliquent r — y. 

b. z<< y, y < z impliquent r < 3. 

c. z< y implique z + z << y + z pour tout z de À. 

d0< zx, 0< y impliquent 0 < zxy. 

La relation x < y est également notée y = x (y est supérleur ou 
égal à x). La relstion x < y pour x # y est notée x << y (x est infé- 
rieur à y) ou y > zx (y est supérieur à x). 


1.24. Un ensemble À € R est dit majoré s'il existe un élément 
z € R tel que x < z pour tout x € À ; cette relation est notée À  z. 
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Tout nombre z possédant la propriété mentionnée par rapport à un 
ensemble À s'appelle majorant de À. Un majorant z, de l'ensemble À 
est appelé borne supérieure de À si tout autre majorant z de À est 
supérieur ou égal à zs. La borne supérieure d’un ensemble À est 
désignée par sup À. À présent nous formulons le dernier axiome : 


Axiome de borne supérieure. Tout ensemble 
A CR (non vide) majoré possède une borne supérieure. 


Nous allons établir des conséquences logiques des axiomes for- 
mulés plus haut; la totalité de ces conséquences fournira toutes 
les propriétés du système des nombres réels que l’on utilise pour la 
coustruction de l’analyse mathématique. 


$& 1.3. Conséquences des axiomes d’addition 


1.31. Z1 n'existe dans l'ensemble R qu'un seul zéro. 
En effet, Supposons qu’il y en ait deux : O0, et 02. Alors, en appli- 
quant les axiomes 1.21.a et c, on obtient 
0, = 0, + 0 = 0: + 0, = 02. 


1.32. Tout élément x de l'ensemble R n'admet qu'un seul élément 
opposé. 

Supposons qu'un x possède deux éléments opposés y, et y2, de 
sorte quo Z + y = x + y2 = 0. Alors, d'apres ley axiomes 1.21.a-c 
nous avons 


Ye = 0 +ys =(r+ y) + y = 2 + (+ y) = 
= 2 + (yes +y) = (c+y) +yn=0+y = y. 


L'élément opposé d’un élément x se note —zx. La somme x + (—y) 
est aussi notée x — y et s'appelle différence de x et y. L'opposé d'une 
somme est la somme des opposés de ses termes: en effet, —zx — y + 
+(z+yp=—-z-y+izty=—2+rz-y+y =0+0 = 0. 

1.33. L'équation 

a+z—b (1) 
possède dans R la solution unique b — a. 


En effet, si l'on ajoute le nombre — a à chaque membre de 
l'équation (1), on trouve en appliquant les axiomes 1.21.a : 


atrz—-a=a—-a+rz-0<+rz=r-=b—a, 


de Sorte que si une solution existe, elle est égalo à b — a Or b— a 
est bien une solution car 


a+(b—-a)=a+b+(-a) =a+(-a) +b=0+hb—= 6. 
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$ {.4. Conséquences des axlomes de multiplication 


1.41.a. I! n'existe dans l'ensemble R qu'une seule unité. 
Supposons qu'il y en ait deux: {, et 12. Alors, en appliquant 
l'axiome {.22,a, nous obtenons 


4 = Lilo = 12. 


b. Tout élément x 5-0 de l'ensemble R n'admet qu'un seul élémen 
inverse. 

Supposons qu'un x & deux inverses z, et 22, de sorte que zz, = 1, 
zZ3: = 1. Alors, d'après les axiomes 1.22.a-c, on a 


22 = 2 = (22) 22 = 2 (2122) = x (2221) = (z22) = lez = 21. 
1.42. L'élément inverse d'un élément z se note L. L'élément 
+ inverse d’un produit xy est égal au produit des éléments inverses 


de x et y: en effet, 


1 1 1 1 
ee ri Ve = LIST. 


Le produit z.+ est aussi nolé . et appelé quotient de x par z. 


1.43. Définition. Les nombres 1,.2—=1+1, 3=2+ 
+1,...,nœ(n—1)+1,... sont dits naturels. L'ensemble 
des nombres naturels peut donc être défini comme le plus petit 
ensemble contenant le nombre { et, avec tout nombre n, le nombre 
n + 1. 

Dans bien des problèmes on demande de prouver qu’un ensemble 
numérique À (par exemple, l'ensemble des nombres naturels nr 
qui satisfont à une proposition 7, dépendant de n) contient tous 
les nombres naturels. Le ralsonnement par récurrence que l’on appli- 
que à de tels problèmes consiste à vérifier les conditions suivantes : 

1) À contient le nombre À; 

2) si À contient un nombre naturel n, il contient aussi le nombre 
n + 1. 

Ceci dit. il est clair que l’ensemble À contient tous les nombres 
naturels. 

Nous voyons que le bien-fondé de cette méthode de démonstration 
découle de la définition même des nombres naturels. 


1.44.a. Les nombres naturels, leurs opposés et le zéro sont appelés 
nombres entiers. 

b. Soit m un entier: alors l’entier 2m est dit pair, 2m +1 
impair. 
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" t « : » 
e. Les quoticnls — . OÙ Zi, ñ sont cutiers ol n 32 0, s'appellent 


uoimbres rationnels. 
&. Tous les autres nuoiabres rels sont dits zrratiornets. 


1.45. L'équatron 
az = b (a 0) (1) 


; x u 
possède dans À la solution nnique -—. 
En effet, env mulüpliuut chaqne membre de l'équation (1) nar 


1 2 

Fe Al trouve 
(ac) = (= }x =tr re à 
*al ) = - A = RE, 


; ; : a D 20 SP 

le sorto quu si une solution existe, elle est éssale à —. Ur = est 
lien uae solution car 

b 

eu (a.—)b-1.b-0. 
a a 
1.46. On pose par défiuition 
cs. 2"= 5 ...r pour n:=2, 3... 
n fois 


Evidemment, 2"°7" = x" ot (x7)" = 27 quels que soient 
net m naturels. Le nombre # dans l'expression z" est appelé erposant 
de la puissance Etendons la notion d'exposant sur tous les norubres 
entiers. Pour tout zx = À, posons 


__ 


It 


2 -=1, cz 


Vérifions que les forwules 
zx" =: CALE (r*)" _ g"m (1) 


restent valables quels que soient ñ et m entiers. Soit nr > 0, m — 
= —p<0,où p< pr»; alors 


z"exT = FE - 2" Pext _— EC HE Sie 
Si p>n, alors, d'après 1.42, on a 
z".z" mat = a" — = "he. — — = = gum, 
Ft si rm —p<0Q, nr = —q<0, alors, toujours l'après 1.42, on u 
zx" re À * Hi 


zx z zP+q 


On vérifie de façon analogue la duuxième formule (1). 


2 Jan. 2285 
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1.47.a. Pour tout xCR a lieu l'égalité: 


Or — 0. 
En effet, 
Oz +iz = (0+i)r =1:z— 727, 
Oz Hi-z =0.z+7z, 
d'où 


z=0z<+z; 


en vertu de 1.33, Oz = x — x = 0. 
Il en découle que 0 n’a pas d’inverse puisque l'égalité Or = 1 
est impossible. 


b. D'autre part, il résulte de zy — 0 et x -Æ 0 que y — (£::) y= 
= + (zy) = +0 = 0. Donc, si un produit est nul, l'un au moins 


des facteurs est nul. 
1.48. Quels que soient u-0, væ0, on a: 


z y __ tv<+yu 
En D mur + 
En effet, 
rt + yu { 1 { s 
a 0 I) CP ee 
1,49. Pour tout x£ER, on a: 
— 2= (—1) x. 


Notons que les deux membres de l'égalité sont définis indépen- 
damment l'un de l'autre, donc l'égalité est à démontrer. Nous 
avons selon 1.47.a: 

(—1)z+z=((—0) + {l-.z = 0-z = 0, 
d'où le résultat demandé. 

Grâce aux conséquences des $$ 1,3-1.4 toutes les identités de 
l'algèbre élémentairo des nombres réels (binôme de Newton, formules 
de sommation des progressions, propriétés des délerminants,etc.) 
se trouvent établies. 


$& 1.5. Conséquences des axiomes d'ordre 


1.51. Relations entre l'ordre et l'opération 
d'addition. 


a, Sir yYy,y <Kzetz= 2, alors z = y = 
Yn effel, y  - donc y < x, d’où, d’ Are l'axiome 1.23. a, 
y=x. 


11 résulte directement de a: 
b. r<y,y < z impliquent 5 << z. D'une façon analogue, x < y, 
y << 2 impliquent Tr 2, 
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c. Les relations rx Ly, OK y — x, —y << —Xx, rs — y SK 0 sont 
équivalentes. 

En effet, cn ujoulant — x anx deux membres de la preinrère 
inégalilé et en appliquant 1.23.c, on oblieut la deuxième; en njou- 
tant — y uux deux membres de la deuxième inégalité, on obtient 
la troisième ; en ajoutantt z aux deux membros de la troisièinc incé- 
galité, on obtient la quatrième cl en ajoutant y aux deux membres 
de la quatrième, ou retrouve la premiére inégalité. 

d, zx << y implique x + z << y + z pour tout z2E R. Eu effet, 
z << y entraîne évidemment x y et xr +2< y + 2. Or, si l'rga- 


hté z + z = y + z avait licuw, alors, on ajoutant — z à ses deux 
membres, on aurait x = y, ce qui contredit l'hyputhèse. Donc 
r+12<y{\z. 

e. Si Ti & Yi: ins Tu & Yns alors Tit.:.: + à < Yi À... 


... + y,; de plus. si l'inégalité x, << y, est juste pour uu moins deux 
Zy, y; quelconques, alors 23 +... + en y + eee + y. 
En effet, on a d’après l'axiome 1.23.c: 


Tito +mn y +m +... + rs Lys ty: +... 


sean Lie Et... +: 


de plus, si l'on à x; << y, pour au moins deux z,, y, quelconques, 
alors, en vertu de d, le symbole << apparaît à l'endroil correspondant 
de la chaîne et sera conservé dans la suite, toujours d'après d. Ainsi, 
on peut addilionner Îles inégalilés d’un même sens. En particulier, 
mm KO0,..., 2n KO implique s = x, +...+7, KL O0: de plus, 
si l'on a x, << 0 pour au moins un j, alors on a aussi s << 0. Le fait 
analogue a lieu en remplaçant < par > et << par >. 

f. Les relations z Ky, O<y — 7, —y< —2x, x — y < 0 sont 
équivalentes. 

Cela se déduit de e tout. conume c a été déduit de l’axiome 1.23.c. 


1.52. Définition. Sir Z>0 (x 0). le nombre x est dit 
non négatif (positif) ; si x & 0 (x << 0), le rrombre rest dit son positif 
(négatif). Le noinbre O est non nosilif et non négalif à la fois. 


153. Définition. Soient deux nombres réels z et y et. 
par excinple, x S y. Alors x est dil minimal des nombres x et y 
et se note x -= inin {xr, y}; y est dil maximal des nombres zx et y 
et se nole y = max {7, y}. On peut définir par récurrence 
min {2,,..., 2n) el max {%i, - .., x,} pour tout ensemble (fini) 
des nombres z2,,..., 2, (par cxemple, ainax {re . . ., ,) = 
= max {max (rs, . .., 2,1), 2,}). 

Le nombre |x | — max {r, —r} est appelé module ou valeur 
absolue du nombre r. De la sorle, | 4 | = x pour zx > 0 et | + | — 
= —7r pour x & 0; pour tout x, le nombre | zx | est non négalif el 
Url xl. 

2% 
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1.54.a. Pour a > O l'inégalité | x | a est équivalente à deux 
inégalités x <a, —x La ou bien àè—aLr<La. 
b. Quels que soient deux nombres réels x, y, on a: 


[z+yl<lzl+iyi. (1) 


En effet, si r, y sont les deux non négatifs ou non positifs, alors 
l'inégalité est juste solon la définition du module. Et si, par exemple, 
z >0 et y O0, alors: 


zH+y<Krz<Kz+lyl=|zl+lyi, 
—2—y<-y=lylLKlzl+lyl. 


de sorte que {zx + y | = max {z + y, —z — y} <z| + |uy|, 
cæ qu'il fallait démontrer. 
c. 11 résulte de (1) par récurreuco que 


[n+.. +R I<lal+...+Int 


1.55. Relations entre l'ordre et l'opération 
de multiplication. 

a, Strz>0,y>0, alors zy > 0. 

b. Six y, alors, pour tout z > 0, on a: 


TZ K Y2. 


La proposition a resulte de l’axiome 1.23.d compte tenu de 1.47.b, 
La proposition b découle de l'inégalité 
yz— 2æz = (y—2)z20 

en vertu de 1.23,d. 

c. En appliquant 1.47.b, on peut remplacer S par << partout 
dans ÿ. 

d. En particulier, on a z°>z pour z > 1éet r° < x pour 
0<Lz<1. 

e. Sir <Ly, O<Lz<Lu, alors zz K yz KL yu. Aussi peut-on, 
sous les conditions formulées, multiplier les inégalités. 

f. En particulier, pour 0 z<y on a toujours r° << y, . 

PE ER | de 
g. St x<O0, y>0, alors zy KO; si rLO, yLO, alors 


En effet, avec la première hypothèse on a —zx => 0, et, d'après 
l'axiome 1.293.d et la propriété 1.49, on a (—:r) y = —1-z.y = 
= —(xy) > 0, d’où zy & 0. Avec la seconde hypothèse on a —y > 0 
ct, en appliquant le résultat précédent, on obtient —zy < 0, ry > 0. 
Dans tous ces cas, on peut reinplacor & par <<. 

h. En particulier, pour tout x #0, on a x? = 1-7 > 0. D'où 
1—=1:1>0; cusuite, d'après 1.514, 2=1+1=—1+0—=1, 
3-24+141>2, ctc. 

i. Quels que soient z, y, on a l'égalité [z-y|[=[|[z{-ly |. 
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4.56. Si x => 0, alers = > 0, de O<Lrz<y il résulte 
1 1 
0 < a È 
La première proposition découle de z— = {>= 0et de 1.55.g. 


En multipliant l'inégalité O<2<y par A nous obtenons la 


seconde proposition. En particulier, tous les nombres rationnels 
Le. p et g élant des nombres naturels, sont positifs. 

1.57, Le principe suivant est souvent appliqué dans des démons- 
trations : 

Si un nombre z est non négatif et inférieur à tout nombre positif, 
alors z — (. 

En cffct, si z > 0, alors nous avons forcément par hypolhèse 
2 << 2, ce qui est impossible (cf. 1.23). 


$ 1.6. Conséquences de l’axiome de borne supérieure 


L'ensemble /? de tous les nombres réels sera égolement appelé 
droite numérique et les nombres réels nêmes points de cette droite, 


1.61. Dans 1.24 on a donné la définition d'un ensemble majoré. 
Cousidérous à présent La notion d'ensemble minoré. Un enseinhle 
E &R cest dit minoré s'il existe un élément z € R tel que zx 
pour tout € Æ; cette relation est notée z S Æ. Tout nombre z 
possédant la propriété signalée par rapport à un ensemble Æ s'appelle 
minorant de l'ensemble E. Si Æ cest majoré, i.e, s’il existe un y tel 
que Æ < y, lors l'ensemble —£Æ (l'ensemble des nombres —x pour 
x € E) est minoré puisque z & y implique —x > —y; de plus. —y 
est nu ininorant de l'ensemble —£Æ. Réciproquement, si Æ est minorv, 
alors — E est majoré d'après les mêmes raisonuements, ct si y est 
un winorant de l'ensemble Æ, alors —1 est un majorant de l’en- 
semble —E£. 

Uu nunorant y, d’un ensemble Æ minorëé s'appelle borne infé- 
rieure de l'ensemble Æ si tout antre minorant de l'ensemble Æ est 
iuféricur ou égal à yo. La borne inférieure d'un ensemble E est 
désignée par inf E. 


Théorème. Tou' ensemble Æ minoré possède la borne injfé- 
rieure qui est égale à —sup (—E). 

En effet. l'ensemble —Æ est majoré, ct il existe, d'après l'axiome 
4.24, Ie nombre E — sup (—Æ). Montrons que —E = inf Æ. l’aur 
tout r EE oua —r KE, d'où —E & x: donc —E est bien un mine 
rant de l’ensemble Æ£. Soit n un autre minorant de l’ensenbhle E. 
Alors —n cest un majorant de l'ensemble —£Æ et, par définitiou, 
—n > sup (—Æ£) = Ë; d'où n & —E, ce qu'il fallait démontrer. 
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1.62.a. St E et F sont majorés et E & F, alurs sup Æ < sup F; 
si Æ et F sont minorés et E © F, alors inf Æ > inf F. 

Eu effet, dans le premier cas sup F est un majorant pour # et 
à fortiori pour E © F; donc sup E < sup F. De même, dans le 
deuxiôrne cas inf # est un minorant pour F et à fortiori pou E CF, 
donc inff <inf £E. 

b. St, pour n'importe quels zE Eety€F,ona l'inégalitéz <y 
alors E est majoré, F minoré et sup E < inf F, 

En effet, l'ensemble Æ est majoré par tout y € F, donc sup E 
existe et sup £ << y pour tout y € F. Il en résulte que F est minoré 
par le nombre sup Æ ; donc sup E < inf F. 


1.63. À présent on va démontrer l'existence et l'unicité de la 
racine n-ième de tout nombre positif. 


Théorème. Pour tout x > 0 réel et pour tout n > 0 entier, 
il existe un et seulement un y => 0 réel tel que y" = x. 


Ce nombre est noté x (racine n-ième de zx). 


Démonstration [21]. Considérons l'ensemble À de tous 
les z positifs et tels que 7" < z. Cet ensemble est majoré (par le 
nombre 1, 8i x < 1, et par le 1 nombre x, si x > 1). Posons 


y = SUP À. (1) 
Montrons que y" = zx. Soit Y << zx, r — y" = e. Pour tout k < 1 
positif, on a d’après la formule du binôme de Newton: 
(y+h) = y" +nyih + ET pe g +... = 
= y" + h [ny + IC nn Tr agr+...]< 
<y" PRET gt+...]= 
=ÿ" +R (A + y)" — 1. 


=: 
A+yjn—gn ? 


après quoi on oblient (y + h)}" < y" + e& — Z, ce qu contredit la 
définition (1). Donc y" > x. Soit y" > z, y" — x = e. Pour tout 
k < 1 positif on a: 


(y—h)" ee y" — ny Ih + ñ Ce 1) y" Th? — = 


On peut posor 
kR< 


= y" — h[ry m0 gh+...]> 


>y"—h(ry 4 ON y" 7h + sels 
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n = — 1 2 
y —h{ry" 2 pr +.. +. n. 
= y" —h{IG + y) — y. 
Ou peul poser toujours 
Et 


STE TETE 


et alors on oblicnt 
y—h) By" —-e=x, 

ce qui contredit toujours la définition (1). Donc y" — rx, ce qu'il 
fallail démontrer. 

L'unicité de la racine suit de l'inégalilé y} << y} pour y, << ys 
(1.55.8. 

1.64. Quels que soient deux nombres positifs x et y, on a 

Way a y. (1) 


Soient Ë — V3, n=ÿ/y 1==Y/zy. Nous avons E"= x, 1" —=y: 
elors (En)"-- Ent -2xy = 1". En vertu de lunicité de la racine, on a: 


FF  2y — En, 
ce que nous cherchions. : 

On démontre de façon analogue que pour un # posilif el pour 
deux entiers m,n > 1: 

V V T x. (2) 

1.65. Etant donné (— 7 "= (—1)" z", l'équation y" = 1> 0 
possède, pour x pair, la solution négalive y = — WE à côté de la 
solution positive y1 — x; et l'équation y" = x < O n'a aucuno 
solution réclle. Pour nr iinpair, l'équation y" = zx > Q possède, 
dans le domaine des nombres réels, la solution unique y = ÿ'Z. 
Dans ce cas l'équation y" = rx << 0 elle aussi possède la sulntion 
unique y = zx : 

Les formules 1,64 (1), (2) perinettent de construire d'une façon 
ordinaire toute l'algèbre élémentaire des expressions contenant 
des racines ile nombres réels et, en particulier, les formules de réso- 
lution des équations du second degré ainsi que des équntions plus 
compliquées, l’objet de l'algèbre élémentaire. 


__ nn 


1.66. Un ensemble Æ majoré et minoré en même temps est dit 
borné. Tout ensemble borné Æ possède In borne snpérieire sirp Æ 
et la borne inférieure inf £. 

Les iutervalles servent d'exenrples d’ensenrbhles borués. 

Pour a << b, l'ensemble de tous les nombres réels x vérifiant 
l'inégalité à Sr 6 est appelé intervalle fermé et désigné par 
(a, bl. L'ensemble de tous Ica nombres récls x vérifiant l'inégalité 
a <z <<b s'appelle intervalle onvert et se désigne par (a, b). Un 
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intervalle fermé comprend ses extrémités, les extrémités d’un inter- 
valle ouvert ne lui appartiennent pas. Néanmoins, 


sup la, b] = sup (a, b) = b, infla, b} = inf (a, b) = a. 


Il y a encore les intervalles « semi-ouverts »; ainsi, l’ensemble 
{x: a <z<b} = (a, b] s'appelle intervalle semi-ouvert à gauche, 
et l'ensemble {x: a x <<b} = (a, b) intervalle semi-outert à 
droite. 

Parfois, pour unifier la terminologie, un point est aussi appelé 
intervalle et noté a = [a, aj = {r: a r<a}. 


$ 1.7, Principe d'Archimède et ses conséquences 


1.71. Si x est un nombre réel et #7 un nombre entier, alors les 
nombres nz s'appellent multiples entiers de x. 


Principe d'Archimède®*). Siz>= 0 etyest un nombre 
réel quelconque, alors il existe un multiple entier nz du nombre x tel 
que nm —1)rz<y, ny. 


Démonstration. Supposons que l'inégalité pr < y ait 
lieu pour tous les p entiers. Ceci veut dire que l’ensemble À de tous 
les nombres {px} est majoré et a y pour majorant. D’après l'axiome 
1.24, il existe la borne supérieure £ = sup À do l’ensemble {pr}. 
Le nombre ë — x E n'est plus un majorant de l’ensemble À ; 
il existe donc un p tel que px > £ — x. D'où (p+1)r=Eet Ë 
ne peut pas être un imajorant de l'ensemble À. La contradictiou 
obtenue démontre l'existence d’un nombre entier p pour loquel 
px > y. D'une façon analogue, il existe un nombre sentier g pour 
lequel gx << y; il est évident que q  p. En examinant tour à tour 
les couples (g, g + 1}, (g + 1, g + 2), .-.., (n — 1, p) trouvons- 
en un, par exemple (nr — 1, n}), pour lequel (nr — 1)2 < yetnz > y. 

En particulier, si zx — 1, nous obtenons que, pour tout y E À, 
il existe un nr entier tel que nr — 1 y <<. Le nombre nr — Î 
s'appelle partie entière du nombre y et se désigne par [yl. Le nombre 
y — lyl est appelé partie fractionnaire du nombre y et désigné par 
(y). De la sorte, tout nombre y est la somme de sa partie entière 
et de sa partie fractionnaire: y = |yl + (y). 


1.72. En remplaçant partout dans 1.71 l'addition par la multi- 
plication on obtient la version multiplicative suivante du principe 
d’Archimède : 

Sizx=>1,y> 0, alors il existe un exposant entier n tel que 


aie UE x > y. 


*) Dans d'autres théories axiomntiques modernes des nombres réels, le 
principe d'Archlmède, de môme quo ceiui de Cantor (& 1.4), figure sur ln liste 
l'axiomes: l'axiome de borne supérieuro (1.24) devient alors théorème. 
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1.73. Si le nombre y, dans l'hypothèse du principe d’Archimède, 
est positif lui aussi, alors le nombre r > _ est positif. En multi- 


pliant la dernière inégalité par _ on arrive à la conclusion suivante : 
Quels que soient x > 0 et y > 0, il existe un nombre naiureln 
tel que _ << Z. 
Il en découle que, pour tout y => 0, on a: 


inf{£,n=1,2,...})—0. (1) 


En effet, l’ensemble dans (1) est formé de nombres positifs, 
donc sa borne inférieure est non négative. Or, on a vu qu'elle ne peut 
pas être positive; d'où (1). 


1.74. Conséquence. Chacun des systèmes d'intervalles semi- 
ouverts : 


O,y=(0. +]=...=(0 +]... (1) 
(@,a+yl= (a e++]|=...={aat+t#]=.…., (2) 
(a —y, a)=[ae—+,e)=...2{a-h,e) =... (3) 


a l'intersection vide (y >> 0). 

Eu effet, si les intervalles du système (2) avaient un point com- 
mun Ë, alors Ë — a serait un point commun du système (1); et si 
les intervalles du système (3) avaient un point commun ñn, alors 
a — v serait un point commun du système (1). Or, les intervalles 
du système (1) n'ont aucun point commun en vertu de 1.73, ce qui 
prouve la proposition. 


1.75. Théorème. Tout intervalle (a, b) contient un point 
rationnel. 


Démonstration. Soit À = b — a = 0 et soit nr un entier 
supérieur à — (il existe d'après le principe d’Archimède) de sorte 
que _ <h. D'après le principe d’Archimède, il existe un m tel 


ga<i. On a sen) 


—as <b—a de sorte 
m +1 
b, - 


que 


que nn <b. Ainsi, a <T < 
fallait démontrer. 

En réalité, il existe entre « et b tout un ensemble infini de nom- 
bres rationnels puisque, en appliquant le raisonnement ci-dessus 


E(a, b), ce qu'il 
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à l'intervalle (CZ, b). on obtient un autre nombre rationnel 
; ) à die ; : RS 
m : à <£ <h, et ce procédé peul coulinuer indéfintiment. 


1.76. Pour uit mombre réel donné £, désignons par ,; l'ensernbie 
de tous les nombres ralionnels s SE ct par P, celui “de tous les 
enr ratiounels r > Ë£. L' ensemble Na est majoré (par le nombre 
E), l'ensemble P: minoré (par le uumbre E), 


Théorème. sup; = E = inf Ps. 


Démonustra Le ion. Soil sup ŸV: — a. Puisque s < EÉ pour 
tout s € Vs on à x < E selun la définition de la borne supérieure. 
Supposons que a <Z%. D’après 1.75, il y a uw point rationnel p € 
E (a. £). Vu que p <E£, en n pE ME, d'où p < sup VE = «&, ce 
qui contredit l'iucinsion p € A E). L'inégalité mu <TE est donc 
impossible. d'où a = sup A; = £. D'urre façon analogue on démon- 
re que E = inf 24. 


1.77. Système décimal de nuumération des 
nomhres réels. Nons vérifions ici que Lout nombre réel 
peut être noté à l’aide de la site des symboles 0, 1, 2, .... 9. 

Posons 9 + 1 — 10. 

Soit E >> 0. D'après 1.72, il existe mn (et seulement un) exposant 
p tel que 


10P SE << 10P*1, 
Clioisissons ensuite wn nombre 6, (Je la suite 1, 2, ..., 9) tel que 
00-10 SE (8, + 1)-10r. 


Lu nombre 8, est déterminé lui anssi d'une façon unique puisque Îes 
intervalles 


0-10r & x << (0 + 1)-10r. 
pour différents 0 = 0, 1, ..., 9. sont disjoints. Ensuite, étant 


donné 0,, chaisissens nn nombre 4, (de la suite O0, 1. 2, . .., 9) 
tel que 


0,10? + 4,-107-1 SE << 6,-10P + (6, + 1)-10P-1. 


En coulinuant indéfiniment on obtient nne suite de syrnboles (de 
chiffres de Ô à 9) 


8,0:0,... (0, + 0). (1) 


Pour fixer le nombre Pp or procède comme suit : si p > 0, on met une 
virgule entre les symboles 6, et 6,,,; si p <0,i.e. p = —qg, qg > 0, 
on place qg zeros supplémentaires en tête de la suite (1) et on sépare 
le prenicr par une virgule. 
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Ainsi, nous avons fait correspondre à tout nombre réel E un 
symbole cle la forme (1) précédé éventuellement de quelques zéros 
et avec une virgule à un certain endroit. Ce symbole est appelé 
représentation décimale du nombre &; les chiffres @,, 04, . -. dans 
leurs positions relatives dans la suite (4) sont appelés signes décimaux 
du nombre E. Pour le nombre 1 la représentation décimalo a la forma 
1.000 ...; elle est analogue pour les nombres 2. 3, ..., 9. Pour 
lo nombre 10, la représentation décimale a la forme 10,000 ... 
Pour les nombres de la forme 7 (« fractions décimales ») avec s 
et t entiers non négatifs, et seulement pour eux, le nombre de décirma- 
les différentes de O est au plus égal à t. 

Il est impossible que, dans (1), tous les chiffres à partir d'un 
certain soient les neufs. Er effet, s'il n°y avait que des neufs à partir 
d'un numéro nr après la virgule, ceci signifierait que le nombre Ë 
nppartient unx intervalles 


9". 10 { 
Hg SET Ge — PE uncr : 


9 9 9 10 1 
PH on + ae SE TH Ge Hquer 7 + om 


9 9 9 | 
de 10n + 1Un +1 ne AT AQn+rh <E<r+ {0n-1 ! 


2 1% e. Li » « + L] L] L 1 LI L 4 LI L 1 - LI - L] [1 « - L1 


or tous ces intervalles n’ont aucun point commun (1.74). 
Réciproquement, soit une suite quelconque do chiffres de O à 9: 


TeT2 (2) 


avec nne virgule à un certain endroit, de plus, supposons que les 
T, te Ssoicnl pas Lous nuls ct que les chiffres différents de 9 se ren- 
contrent aussi loin quo l’on veut. Montrons qu'il existe un nombre 
E >> 0 pour lequel (2) se confond avec le symbole (1) représentent ce 
nombre. 

Seit th le promier chiffre différent do O dans (2). La virgulo est 
placée soit g = 0 chiffros après t, (sans compter th), Soit / > 1 
chiffres avaut t,, (y compris th) : dans le second cas, posons g = —£. 

Maintenant posons 


E = sup {10% ta + 107 + 10 ro +. 0. + 10 ren) 
h 
et montrons que le développoment décimal de ce nembre Ë coïncide 


avec (2). Fixons un nombre naturel s, ensuite cheisissons 7 => s de 
façon à avoir Tmir & 8, et soit un Æ > r. On treuve alors en son- 
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mant une progression géométrique que 
10% D ts + . + LOT true + CEE] _.— 107-* F Tm+h << 
9.107, +9.107" + ,.,, + 9.107 109-7 — 


an 109-te#tr— {0 ci+h q=r 4 ar 
D ee 


C'est pourquoi 
E = sup {10%.+t, + .,, + 107-018, +. + 107 r ur) 
k 


LH 10:17, +... + 107-2:T%,42, +- 1055 — 107 < 
AO er +... + 1075 (1,4, + 1). 
Denc, peur tout s = 0, 1, 2, ..., on a 
10%:+%,, LH... -- 100-1:7,,, SE <L'I107ex, LL ,,. 
cos + 10 (tas + 1). 


En y posant $s — 0, 1. 2, ... et en se rappelant la définition du 
nombre p ct des signes décimanux 8,, 8,. . . . du nonthbre Ë. on treuve 
Pp = Ge Vo = vins 1 = Tm+rs : - ., d'où la coïncidence «lu dévelop- 


pement décimal du nombre E avec le symbole (2). 
Si E <<0, alors —E => 0, et par conséquent 


ee 
—S > TiTo > 


ce qu’on a montré plus haut; nous posans par définition 


= —17%%... 
Enfin, pour £ — (0 nous posons 
ë — 0,0000 ... 


Ceci achève la coustruction du système décimal. 


1.78. A la place du nombro 10, an aurail pu choiïsir un autre 
nombre enticr P => 1. Le système correspondant de représertation 
des nombres réels est appelé système de base PP, À côté du systènre 
décimal, on rencontre le plus souvent les systèmes binaire et ter- 
naire, où L° est respectivement 2 et 3, Le systèmre binaire r'mtilise 
que deux chiffres O0 et 1 pour représeuter n'importe quel nombre réel. 
et le système terwaire n'a que les chiffres 0. 1, 2. 


$ 1.8. Principe d’intervalles fermés emboités do Cantor 


1.81. Soit un ensemble «d'intcrvalles de l'uxe réel 2? qui paseède 
la propriété suivante: pour tout couple d’intervatles, l'un est irclns 
dans l'autre. Un tel ensemble d'intervalles sera appelé système 
d'intervalles emboités. 
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On a vu dans {1.74 que l'intersection d'un système d'intervalies 
emboîtés peut bien être vide. Les intervalles considérés dans 1.74 
étaient semi-ouverts. À fortiori, un système d'intervalles ouverts 
emboîtés peut ne pas avoir de points communs. Néanmoins, si chacun 
des intervalles en questien contient ses deux extrémités, c'est-à-dire 
est fermé, le point commun existe toujours; on a la proposition 
importante que voicl: 


Principe d'intervalles fermés emboîtés 
de Cantor. Pour tout système Q d'intervalles fermés emboités 
[a, b], il existe un point qui appartient à tous Les intervalles du système. 
D'une façon plus stricte, tl existe 


E = sup {a : la, bJE Q}; 
n=inf {b  [a, blEQ). 


Alors En, et l'intervalle (E, n] est l'intersection de tous les inter- 
vailes du système Q. 


Démonstration. Soient £ = {a : [a, b] € Q} l'ensemble 
des extrémités gauches et F = {b : [a, b] € Q} l'ensemble des 
extrérnités droites des intervalles du système Q. Pour n'importe 
quels deux intervalles {a,, ble [a2. b,l du système @, nous avons 
Ar La & bi, EL b2 de sorte que tout a € E ne dépasse aucun b € F. 
Il résulte de 1.62.b que les nombres E et n figurant dans l'énoncé 
du théorèinc existent et vérifient l'inégalité En. Pour tout 
la. b] € Q nous avous a < E & n LE b, de sorte que la, b] = [E, nl, 
d'où M {a, b] = LE, nl. 1l est aisé de voir que FN [a, b] n'est composé 
que de points de l'intervalle [E, nl: pour tout point x n'appartenant 
pas à l'intervalle [E, n], pour la raison par exemple que x  Ë, on 
peut trouver une extrémité gauche a pour laquelle zx <a <E — 
— sup {a}, donc x n'appartient pas à l'intervalle correspondant 
[a, bl. Si £ = n, alors en disant «intervalle [E, nl» nous sous- 
entendons le point È = n. 


1.82. Dans quelles conditions l'intersection d'un système d'’in- 
tervalles fermés emboîtés contient-elle un seul point ? La réponse 
cst donnée par le théorème suivant: 


Théorème. L'tntersection d'un système Q d'intervalles fermés 
emboités est formée d'un seul point si, et seulement si, pour tout e = 0, 
il y a dans le système Q un intervalle (a, b] de longueur b — a <e. 


Démonstration. D'après le principe de Cantor, les 
intervalles du système Q ont pour intersection un intervalle [E, nl 
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qui se réduit à un point si n = &. Et si y E. la longueur de 1out 
iutervalle [a, b] = [E, nl du système Q est au moins égale à n — E; 
par ceuséqrent, s'il y a dans Le système © des intervalles de longueur 
arbitrairement petite, leur intersection est un scui point. Récipro- 
quement, cornme 1 — inf {b : [a, b] € Q}. ë — sup {a : la, blE Q), 
il existe dans le système Q. pour tout e => O donné, un intervalle 
la, b,l pour lequel a, >> E — &°2 et un intervalle [a.. bl pour 
lequel b, << n + e.2. Si, par exemple, la,, b,l = [a:. b;l, vlors 
nous AVONs ds Da >> E — ed, be Lu +e2 Si Eu, on a 
b: — a, <e. tte sorte que, dans le système ©, il y à un intervalle 
de longueur x. Le théorème cest démontré. 


$ 1.9. Euseinble des nombres réels achevé 


1.91. Délinitiun. L'ensemble À des nombres réels achevé 
est composé de l'ensemble À de tous les nombres réels complété 
par doux Symboles ou points —o cl oo (plus exactement +0oo). 

La relation d’ordre s'étend sur ces symboles suivant la règle: 


— 00 LT pour tout x € À}: 
I Co pour tout zE À: 
—0C0 «TZ 00. 


Les axiomes d'ordre 1.23.a-d restent valables pour l'enseinbie 
achevé. Les nombres réels ordinaires, contrairement aux symboles 
—oo et 0, sant dits Jinis. 


1.92, Pour tout ensernble non vile E € À, les quantités sup Æ 
et inf Æ sont définies par la règle suivante. Si { ne contient pas le 
point æ el est mnjeré (cf. 1.24), nlors sup Æ conserve le suôme sens 
qu'en 1.24; dans Iles autres cas (1.e. si £ contient oo ou s'il ne con- 
Lient pas oo, mais n'est pas majoré) nous posons sup Æ — ©. D'une 
façon onalague, si Æ ne contient pas le point —o el cest minoré, 
le nuuinbre iuf £ conserve le sens qu'on lui à attribué dans 1.61 ; 
dans {es nartres cas nous posons inf £ — —o. Ainsi, dans Le système 
it, tout ensemble non vide possède la borne supérieure et la borne injé- 
rieure. 


1.93. Si a < b soul deux points de À. alars l'ensemble 
| fa. H = {re Ri:a<Lzx<hb) 
ainsi que l’eusemble 
(a, bb = (xER: a <xr <b} 


s'appelleut intervalle anx vxtréinités à ct b. 
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1.94. Formulons l'extension du principe d'intervalles fermés 
emboîtés sur l'ensemble À. Soit, sur la droite achevée Z?, un eusemble 
Q d'intervalles emboîtés {a, b] (au sens de 1.81). On affirme qu'ils 
contiennent tons un point x € R. En effet, soient 4 l'ensemble de 
toutes [es extrémités gauches des intervalles du système © et D 
l'ensemble des extrémités droites. Posons 


E = sup À, n—=inf8. 


De même que dans 1.81 on dérnontre que & & n et que l'inter- 


section de tous les intervalles [a, b] € Q est identique à l'intervalle 
[ËE, nl, donc non vide, 


Exercices 


1. Montrer que, quels que sorent deux nombres réels z et y, on a l'inégalrté 
Is —vl>llzl— tv, 
et pour n'importe quels z, 1, . -., y, l'inégalité 
Iz—m—..—-mizlri-lml—.. .—)1v, ll. 


2, On pers somme arithmétique À -- B do Joux ensembles numériques À 
l'ensemble de toutes les sommes z + y. où z € À, y € B. Détnuntrer que si À 


tB 
ct B sont majorés, alors À + B l'est aussi et 
sup (4 + B) = sup À + sup ZX, 


3. On sppeie produit arithmétique AB de deux ensoinbles numériques À 
et À l’ensemble de tous les poule z-ÿy, OÙ z € À, n € B. Démontrer que a À 
et B sont tnajorés et composés de nombres positifs, alors 4 3 l'ost ansst el 


sup (4 B) = sup À -sup À. 


4. On appelle puissance arithmétique n-ième d'un ensemble À l'ensemble 
de tous les nombres z", où z € À. (Notons qu'en général 4? = 44,) Déntontrer 
que si A est compusé de nombres positifs et majoré, alors A" est aussi majoré 
et l'on a 

sup (A?) = (sup An. 


5. St tont l’ensemble des nombres réels est partagé en doux ensembles dis- 
joints non vides À et B tels que a << b pour tous a € À, b € B. alors il exisicunet 
seulement un nombre y tel que a << y < b pour tous a € À et b € B (+ coupure 
do Dedckind »). 


Historique 


El paraît que ia première théorie équivalonte à la théorie modertte des nom- 
bres réels est construite par le mathématicien de la Grèce antique Eudoxe: 
elle est exposée dan: les « Eléments » d’Euclido. En poursuivant pour l'essentiol 
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des buis pureneut logiques, cetre thévre est por appropriée aux calculs ot cous- 
trucliens ulgébriques. Aussi les théories madernes remoutent plutôt anx travaux 
de Gauss (1812), dé Bolzao (1817) et surtout au # Cours d'analyso de l'écolo nely- 
techuique » du Canchy (1821) basè sur Le péincipe d’iniervalles fermés emboîtés: 
que l'on tenait pour évident. Le pas auivant 651 réalisé vers 1872 par Dedekuid, 
Woetersirass el Caulor qui, en suivant des voies diffèrenies, définssnt les voinbres 
réels avec leurs propriétés en partant des nombres ratiounals. Ainsi. ia définiion 
dut Sysièince dos nombres réels est rainenée à colle du système 108 nombres ration- 
nels et, pur La méme. à celle du «ysléine des normures naturels, C'osi la raison 
our laquell: Dedekind (1888), puis Feauo (1591) formulent pour la promiüco lots 
es axiomus des nombres uaturels. Bien entendu, le problèéine su pose tout de suilo 
de la npn-enntradiciion du système d'axiomes de l’arithmétique que 1hlbert 
(1900) imclut aus le nombre de problèmes muthéraatiquos Inndameutaux du 
XX° srèclo. Hilbert cndique les moyons admissibles (« finis +) de sa résolulion 
iala Gédel (1931) montre que lo problème no peut êtro résolu en princlpo avec 
cos inoyens. La non-contralichion de l’urithinetique est démontrée pa: des 
oyens « Lrunñfuns + par Gentzen (1036) ot Novilev (184%). La légitimité do ces 
moyen< ust loin d'être approuvée par tous les mathématiciens, Voir [4]. 

Lu première construciion axiomatiquo directe de la théorie des nombres 
réols qui ne + base jias Sur les nombres rationnols est proposée pur Hilbert 


(1900), 


CUAPITRE 2 


Eléments de la théorie des ensembles 


Le mérite smimortel de Ceuwrg Cantor 
est de se hasarder dans le domaine de l'in- 
fini, sans cralndre la lutte intériqure ni 
extéricure, non seulement avec les para- 
doxes imaginaires, les préjugés largement 
répandus, les sentences des pluiosophes, 
mais aussi avec le parti pris du nombre de 
grands mathématiciens, Ainsi il créa une 
nouvelle science, la 1héorie des ensembles. 


F. Hausdor/ff (1927) 


Les mathéruatiques (du gr. mathema, 
connaissance). Scionce qui a pour objet 
les structures mathématiques (ensemble: 
dont ies éléments sont en cortaines rela- 
tions). 


Dictionnaire philosophique (ELP, 1968; 


$ 2.1. Opérations sur les ensembles 


2.11. Nous considérons ici, un peu plus en détail, les opérations 
sur les ensembles introduites dans 1.12. Rappelons les définitions 
de ces opérations. S'il y a des ensembles 4, B, C, ..., alors 
l'ensemble de tous les éléments appartenant à l'un au moins de 
ces ensembles s'appelle réunion des ensembles 4, B,", .... 
L'ensemble de tous les éléments appartenant à chacun des ensembles 
A, B,C,... à la fois s'appelle intersection des ensembles 
ABC; 12 

La réunion S des ensembles À, B, C, . .. est parfois appelée 
somme et noté S=A+B+C+...; l'intersection D est 
appelée produit et notée D = ABC ...*). Il y a certaines raisons 
d'employer ces termes « aritbmétiques ». Par exemple, pour trois 
ensembles quolconques 4, B, C, on a l'égalité 


(A + B)C = AC + BC. 


Rappelons que deux ensembles sont égaux st tout élément dr 
chacun d'eux est élément de l'autre. Donnons la démonstratiou 


*) Ne pas confondre avec la « somme arlthmétique » ct le « produit arithmé- 
Lique » introduits dans les oxcrcices pour le chanitre 1 
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de l'égalité ci-dessus comme exemple simple mais typique de raison- 
nements sur l'égalité des ensembles. 

Nous avons à montrer que tout éléinent x appartenant à (4 + 2) C 
(premier membre) appartient à AC + BC (second membre) et, 
réciproquement, tout élément y appartonaut à AC + BC appartient 
aussi à (4 + B)C. Supposons d'abord qu'un x apparticnne à 
(A + B) C. En tant qu'élément de l'intersection des ensembles 
A +BetcC, l'élément z doit appartenir à chacun d'eux, par consé- 
quent, nous nvons: 


zEA+B et zxec. 


Puisque x appartient à la réunion de À et B, il appartient à l'un 
au moins des termes, par exemple à À. Or ies inclusions x € 4, 
zEC impliquent x E AC, d'où x € AC + BC. Si x appartient 
non pas à À mais à B, on obtient de même x € BC. x E AC + BC, 
ce qu'il nous fallait. Réciproquement, si y appartient à la sonime 
AC + BC, il appartient à l'un des termes, par exemple y € BC. 
Mais alors yE B et yE C; ensuite, y € B implique y € À + B et, 
définitivement, y € (4 + B)C. Le cas y € AC est traité d'une 
façon analogue, ce qui achève la démonstration. 

Il faut cependant signaler qu'on est loin de pouvoir étendre 
toutes les règles arithmétiques aux opérations sur les ensembles. 
Par exemple. pour trois ensembles 4, B, C, on a les formules: 


A +A = A, 
AA = À, 
A + BC = (4 + B) (A + C), 


qui ne ressemblent plus à des égalités arithimétiques habituelles. 
Nous proposons au lecteur de les prouver. 


2.12. Introduisons mainlonant ure nouvelle opération. 

Si B est un sous-ensembie d'un ensemble A, alors l'ensemble 
de tous les éléments de À qui n’appartiennent pas à 8 s'appelle 
complémentaire de l'ensemble B par rapport à l'ensemble A el est 
désigné par CB ou À — B. 

Signalons les formules évidentes: 


C(CB)=A —(4 —B)=8B, 
(A —B)+B = À. 


Notons que, pour deux ensembles arbitraires À et A, la formule 
(A+ B)—B=A 


est, en général, fausse; elle n’est juste que dans le cas nù À et B 
sont disjoints. 
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Parmi les formules plus compliquées, signalous l'une que nous 
rencontrerons Souvent dans la sulle: 


C2B,=[ICB. (1) 


Elle se lit: le complémentaire de la réunion de quelques ensembles est 
l'intersection de leurs complémentaires, 


Démontrons cette formule. Soit x € C Y B,; alors r€>B;,; 
v v 


cela veut dire que, pour tout v, on a x E B,. j.e. rx E CB, : d'où 
z C[| CB, Réciproquement, si x € |] CB,. alors x € CB, pour 
v v 


tout v, c'est-à-dire que x € PB, pour tout v: alors x € >: B,, donc 
v 
ze C2>B,, ce qu'il fallait démontrer. 


v 
En prenant encore une fois les complémentaires de deux membres 
de l'égalité (1) et en posant À, — CB, on obtient la formule 


S CA, = CIT A (2) 


c'est-à-dire que Le complémentaire de l'intersection de quelques ensem- 
bles est la réunion de leurs complémentaires. 
On peut résumer les résultats obtenus dans une règle générale : 


en permuiant le symbole C avec X' (ou [|) on doit remplacer Ÿ par [| 
(respectivement [| par Ÿ). 


$& 2.2. Equipotence d'ensembles 


Nous voulons maintenant établir des règles permettant de com- 
parer les ensembles du point de vue de ls quantité d'éléments. 

Pour des ensembles finis, le problème ne se pose pas: en comptaul 
les éléments de chacun de deux ensembles finis À et B on peut voir 
directement lequel d'entre cux est le plus riche en éléments. Il est 
naturel de dire que deux ensembles finis À et B sont équipotents 
s'ils ont ur même nombre d'éléments. Néanmoins, cette définition 
de l’équipotence ne s'étend pas directement au cas d'ensembles 
infinis. Mettons-la sous la formmo qui permet une telle extension 
Notous que pour l'établissement de l'équipotence ou de la non- 
équipotence des ensembles finis À et B il n'est pas nécessaire de 
compter réellement leurs éléments. Si, par exemple. l'ensemble À 
cs l'ensemble d'élèves d'une salle d’études et B est l'ensemble 
des chaises de la même salle, alors, au lieu de compter les élèves et 
les chaises séparément, il vaut mieux inviter chaque élève à occuper 
l'une des chaises disponibles et il sera clair sans calcul si les ensem- 
bles en question sont équipotents ou non. 
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Sous sa’forme abstraite, le procédé qu'on a utilisé dans cet exem- 
ple, est l'établissement d'une correspondance biunivoque entre les 
ensembles À et B. 


2.21. Définition. Si à tout élément d'un ensemble À 
on a fait correspondro, d'une certaine façon, uu élément d’un ensem- 
ble 2, de sorte que tout élément de l’ensemble B corresponde à un, 
et seulement à un, élément de l’enseinble À, alors on dit qu'il y a 
une correspondance biunivoque untre les enseinbles À et B, ot ceux-ci 
sont dits éguipolents. 

Cette nouvelle définition de l'équipotence couvient pour n'in- 
porte quels ensembles, pas obligatoirement finis ; ainsi, l’ensemble 
infini À des nombres naturels 1, 2, . . . est équipotent à l’ensemble 
B des nombres entiers négatifs —1, —2, ..., et la correspondance 
biunivoque entre les ensembles À et B s'établit d’après la règle: 
à tout nombre r € À on fait correspondre le nombre —n € B. 

De mine, l'ensenble des uornbres naturels Â, 2, . .. est équi- 
potent à l’ensemble de tous les nombres positifs païrs 2, 4, . ..: 
la correspondance se réalise Suivant la règle nr — 2n. 

On voit sur cet exemplo qu’un eusemble peut être équipoteut 
à l'un de ses sous-ensembles propres, cette situation ne peut, bien 
eutendu, se réaliser que pour des cusembles infinis. Une correspon- 
dance entre les éléments x € À et y € B est désignée par z — y. 

La relation d'équipotence est désignée par le signe —. 1] est 
aisé de voir que cette relation est réflexive (i.e. À = A), symétrique 
(si À = B, alors B — A) et transitive (si À — B ea B = C, alors 
A — C). Si deux ensembles sont équipotents, où dit aussi qu'ils 
ont méme puissance. 


2.22. Exemples. L'intervalle (0, a}, a > 0, est équipotent 
à l'intervalle {0, 11: la correspondance s'établit par ia formule 
z EÏ0, 11 <— y = ax E [0, al. Deux intervalles quelconques {a, b|l 
et [a 4h, b + k] de même longueur b — a sont équipotents: la 
correspondance s'établit par la formule xEla, b—y=r+he 
€la + h, b + Rk]. Donc. en général, n'importe queis deux inter- 
valles fermés de la droite numérique sont équipotents. Do même 
sout équipotents n'importe quels deux intervalles ouverts de la 


droite numérique. La correspondance x ++ y — _ établit l'équi- 
potence de l'intervalle 0 x <<1 et du demi-axe y > 1, la cor- 


TJ , rer 
respundance Z ++ y = x celle de toute la ilroite nurnérique ol 


de l'intervalle (—1, 1). 

Démontrons à présent que l'intervalle {[a, b] est équipotent 
à l'intervalle (u. b}. Considérons uno suite quelconque À de points 
de l'intervalle [a, b] contenant ses deux extréuilés: x, = a, x, — 
= D, 23, . Zn, . . . AlOrs Z3, 4, . .. appurtiennent à l'inter- 
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valle (a, b) de mème que les autres points de l'intervalle [a, b] 
non inclus dans la suite considérée. Etablissons la correspondance 
entre les points de l'intervalle fermé et ceux de l'intervalle ouvert 
d'après la règle suivante : 

Tr — Za, 

To — Lu 


Th 7 Into 


y Ë À — UE 
Cette correspondance est bien biunivoque. Donc. les intervalles 
[a, b] et (a, b) sont équipotents. En appliquant les correspondances 
obtenues plus haut, nous concluous que tout intervalle ouvert est 
équipotent à tout intervalle fermr, à la demi-droite et à la droite 
numérique. 


8 2.3. Ensembles dénombrables 


2.31. Définition. Un ensemble équipotent à l'ensemble 
de tous les nombres naturels 1, 2, . .. s'appelle ensemble dénom- 
brable. 

Autrement: un ensemble est dénombrable si tous ses éléments 
peuvent être numérotés avec tous les nombres naturels. Donnons 
quelques théorèmes simples sur les ensembles dénombrables. 


2.32. Tout sous-ensemble infini B d'un ensemble dérnombrable À 
est lui-même dénombrable. En effet, on peut numéroter les éléments 
de l'onsemble B dans l'ordre de leur succession dans À (et l'on sera 
forcé d'utiliser tous les enticrs naturels car B est infini). 


2.33. La réunion d'une famille finie ou dénombrable d'ensembles 
dénombrables est un ensemble dénombrable. 


Démonstration. Constdérons d’abord le cas de deux 
ensernbles. Soient À — (a;, a, . -.) et B = (b,, b:, . ..) deux 
ensembles dénombrables. Ordounons tous les fléments de ces deux 
ensembles d'après In règle suivante: 


Gps On, Un, Ds, As, ba . .. 


Maintenant on peut numérotor teus *es éléments par l’ordre de leur 
succession dans cette suite. Tout clément rencontré deux fois (qui 
appartient donc à À et B) Sera muni d'un indice la premiére fois 
et omis la deuxième. Définitivement, tout élément de la réunion 
des ensembles À et B anra fon numéra, ce que nous cherchions. 
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Ainsi, l'ensemble de tous les nombres ontiers 0, +1, +2, 
cest dénombrable comme réunion de deux ensembles dénombrables 
1: 24, . et 0, —1, 

D'une façon anblopues on démontre le théorème dans le cas de 
trois, quatre et, en général, d’un nombre fini d'ensembles dénom- 
brables. Pour le cas d’une famille dénombrable d’'ensembles dénom- 
brables 

À; = {air, Gr2; ..., ins CET “) 
À; = {ao ons CCE | ons CE }, 


A» = (ans, Œn2s + Uhns ve} 


la seule différence est dans la manière de ranger les éléments do tous 
ces ensembles dans une suite; on les disposo, par oxentple, par grou- 
pes d'éléments ayant une même somme d'indices: 

Uyys Œuir A2 sus Ægos is? ui, sas Ans, ss + - 
la suite de la démonstration ne varie pas. 


2.34. L'ensemble de tous les nombres rationnels (c’est-à-dire los 
nombres de la forme À, p et q étant entiers) est dénombrable. 


En effet, l’ensemble de tous les nombres cationnels est la réunion 
des ensembles dénombrables suivants: 
1) ensemble À, de tous les nombres entiers n — 0, +1, +2, .….; 


2) ensemble 4, des fractions de la forme + ,n—0, +1, +2, . ..: 

3) ensemhle 4; des fractions de la forme _. n = 0,—+{f, +2, ...: 

x) ensemble À, des fractions de la forme — n — 0, +1, +2, ..; 
Les Au A2 EL : An. eo forment une famille dénombrable d'en- 
sembles;, chacun d'eux étant dénombrable, leur réunion l'est aussi 
en vertu de 2.34, ce qu'il fallait démontrer. 

2.35. Si 

À = (ar, Œo; _...., Ch: AR) et B = (b;, DL, CRT Dh: s..) 


sont des ensembles dénombrables, alors l'ensemble de ious les couples 
(ay, bn) (k, n = 1, 2, . ..) est aussi dénombrable. 

-_ En effet, l'ensemble de tous ces couples peut être représenté 
sous forme de réunion de la famille dénombrable des ensembles 
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dénormbrables 


Au = fau bi), (@, ba), - . ., (as, Dh), - . .}, 
A2 ms {(a, bi), (@>, b:), .…: (az bh), 4 +} 


{an bi), (an, ba), - . ., (an, Bus » s «} 


À x 


I 


et, en vertu de 2.43, est aussi un ensemble dénombrable. 

Cet exemple admet une interprétation géométrique : à tout couple 
(ax, bn) il correspond un point du plan de coordonnées a,, b,; on 
voit, en pariiculier, que l'ensemble de tous les points du plan dont 
les coordonnées sont rationnelles est dénombrable. 


2.36. L'ensemble de tous les polynômes P (x) = ao + @rz + - .. 
-.. + n1,2x" (de degrés quelconques) à coefjicients rationnels ay, «1, - . . 

.» An est dénombrable. 

L'eusemnble des polynôines de ladite forme est la réunion de In 
faille dénombrable des ensembles 4, (n = 0, 1, 2, . ..), où 4, 
désigne l'ensemble des polynômes de degrés Sn. Par conséquent, 
vu le théorème 2.33, il suffit de montrer que chacun des ensembles 
An e68t dénombrable. Pour nr = 0, il s'agit de ln dénombrabilité 
de l'ensemble des nombres rationnels qui a été établie dans 2.34. 
Ensuite, an procède par récurrence : suppasons que la dénombrabilité 
d'un ensemble 4, soit établie et ilémontrons celle de l'ensemble 
An+1- 

Tout élément de l'ensemble À,:1 peut être renis sous la forme 


Q (x) L Ansiztt). 


où © (x) est un poltynôine d’un degré Ar à coefficients rationnels, 
donc un élément de l’ensemble 4,, et a,;,, un nombre rationnel. 

L'ensemble des polynômes Q (x) cst dénonibrable par hypothèse, 
l'ensemble des nombres 4,41 l'est également. Donc, à tout élément 
de l'ensemble 4,:1, ou neut faire correspondre un couple (Q (x), &n+r) 
dont chaque composante parcourt un ensemble dénombrable de 
valeurs. Vu 2.35, l'ensemble 4,;, est aussi dénombrable, ce qu'il 
fallait démontrer. 


2.37. L'ensemble de tous les nombres algébriques (c'est-à-dire des 
racines des polynômes à coefficients rationnels) est dénombrable. 

D'après 2.3ñ, tous les patynômes à coefficients rationnels peuvent 
être numérutés à l’aide des nombres naturels. cte surte que ces poly- 
nômes forment une suite 


P; (x), Pa (2), Sn Pa (x), sie <e 
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Or, chacun des polynômes mentionnés possède un nombre fini de 
racines (cf. 5.87). En écrivant d’abord toutes les racines du polynôme 
P: (x), ensuite celles du polynôme P, (x). etc., nous arrivons à la 
possibilité de numéroter tous les nombres algébriques. 


$ 2.4. Ensembles ayant la puissance du centinu 


Il existe des ensembles infinis dont les éléments ne peuvent 
étre nunrérotés avec les nombres naturels. De tels ensembles sont 
dits non dénombrables. Un continu, c'est-à-dire l'ensemble de tous 
les points d’un intervalle, en sert d'exemple. 


2.41. Théorème (Cantor, 1874). L'ensemble de tous les 
points de l'intervalle 0 < x < 1 est non dénombrable. 


Démonstration. Supposons que, au contraire, l’ensemble 
de tous les points de l'intervalle (0, 1] soit dénombrable, de sorte 
qu'ils formerrtt une Suite zx,, Zo, . . ., æn, . . . Cette sultc étant, 
construigsons une suite d'intervalles emboîtes. 

Partageons l'intervalle [0, 4] en trois parties égales. Où que 
soit un point 71, il ne peut appartenir à la fois aux trois intervalles 


[o. 7 | [+ 2]: [31] et l’on peut donc en choisir un qui ne 


contient pas le point x, (ni à l’intérieur, ni sur la frontière); on 
désigne cet intervalle par A,. Ensuite, désignons par A: celle des 
trois parties égales de l'intervalle À, qui re contient pas le point z.. 
Une fois les intervalles À, = A =... À, ainsi construits, on 
désigne par À,:, celle des trois parties égales de l'intervalle À, 
qui ne contient pas le point z,:1, etc. La suite infinic des intervalles 
A, > 4: 2>:,::,en vertu du théorème 1.8], a un point commun EË. 
Ce point E appartient à chacun des intervalles À, et ne peut donc 
coïncider avec aucun point z,. Cela montre que la suite x,, ze, . 

rs ns - «+ n'épuise pas tous les pointe de l'intervalle (0, 11. 
en contradiction avec l'hypothèse. Le théorème est démontré. 


2.42. Nous avons vu que tous les nombres rationnels de l'inter- 
valle [0, 1) forment un ensemble dénombrable. Les autres nombres 
de l'intervalle sont dits irrationnels. Nous voyons inaintenant que 
les nombres irrationnels sont « beaucoup plus nombreux » que les 
nombres rationnols : d’une façon plus rigoureuse, les nonbres irra- 
tionnels forment un ensemble nécessairement non dénombrable 
(sinon, l’enseinble de tous les nombres de l'intervalle 0 <S x & 1 
serait dénumbrable comme réunion de deux ensemhles dénorrhra- 
bles). Qui plus est. puisque les wombres irrationnels ulgébriques 
(racines de polynômes à coefficients rationnels) forment un ensemble 
dénombrable (2.37), l'ensemble des nombres #ranscendants, c'est- 
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àdire des nombres qui ne sont pas des racines de polynômes à coef- 
ficients rationnels, est non dénombrable. 

A propos, le raisonnement précédent démontre l’existence même 
de nombres transcendants, qui n’est nullement évidente à priori. 


2.43. Définition. Tout ensemble équipotent à l’ensemble 
de tous les points de l'intervalle (0, 1] est appelé ensemble ayant la 
puissance du continu. 

On a vu que les ensembles des points de lout intervalle fermé 
(a, bl, de tout intervalle ouvert (œ, ff) et enfin de toute la droite 
— 00 <T z <C oo sont tous équipotents à l’ensemble des points de 
l'intervalle [0, 1]; donc ils ont tous la puissance du continu. 


$ 2.5. Notion de structure mathématique. 
Isomorphisme de structures 


2.51. D'un point de vue général, les mathématiques n’ont affaire 
qu'à des ensembles. Mais la rlchesse de telle ou telle théorie mathé- 
matique dépend de liens entre les éléments (et les sous-ensembles) 
des ensembles étudiés par la théorie. Ces liens sont formulés d’une 
façon abstraite, à l’aide d'axiomes. A titre d'exemple on peut citer 
le système des nombres réels considéré dans le chapitre 1 : il repré- 
sente un ensemble dont les éléments satisfont à un certain système 
d'axiomes, assez compliqué. Un ensemble muni de certaines condi- 
tions imposées à ses éléments et ses sous-ensembles est appelé sfruc- 
ture mathématique. Une définition rigoureuse de la structure mathé- 
matique devrait bien comprertdre une définition générale desdites 
conditions, mais nous préférons de ne pas insister là-dessus [15] 
en nous bornant à une description et à quolques exemples. 


2.52. Deux structures avec des conditions d’un même type sont 
dites isomorphes si l'on peut établir une correspondance biunivoque 
entre leurs éléments de façon que la satisfaction ou la non-satisfac- 
tion des conditions déterminant la structure soit conservée. Toute 
structure est isomorphe à elle-même: l'application identique est, 
évidemment, bijective *) et conserve toutes les conditions inrposées 
à des éléments et des sous-ensembles de la structure. Mais il existe 
aussi des applications non identiques d'une structure sur elle-même 
qui conservent les conditions décrivant la structure ; de telles appli- 
cations s'appellent aufomorphismes de la structure. 

Considérons, à titre d'exemple, la structure d'ensemble toftale- 
ment ordonné. On appelle ainsi un ensemble E des éléments x, y, . .. 


*) L'existence de l'appitcation bljective de [l'ensemble À sur l'ensembls B 
entraîne celle de l'application réciproque (bijective elle aussi) de B sur 4. ce 
qui est équivalont à l'existence do ta correspondance biunlvoque entre les élé- 
ments de ces deux ensembles, (NW.D.R.) 
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muni de la condition supplémentaire que, pour deux éléments 
différents quelconques zx, y. il est établi l’une des relations 2 << y 
(« plus petit que » ou « inférieur à ») ou y << x; de plus, si x < y 
et y << 2, alors x << z. Lu droite numérique (achevée) ou tout sous- 
euseinblo de la droite numérique avec la rolation d'ordre habituolle 
en servent d'exemples. Deux ensembles ordonnés Æ;, ÆE sont dits 
isoinorphes si une correspondance biunivoque est établie entre oux, 
de sorte que z, € Es, ya € Er, zi << ya impliquent x: << y, pour les 
éléments respectifs x: € E2 ot y2 € E,. En co sens, touto lu droite 
numérique nou achevée est isomorphe à n'importe quel intervaile 
ouvert; wais elle n'est pas isomorpho à un intervalle fermé (un 
intervalle formé possède ur élément urinimal et l'axe non). Un auto- 
morphismo d’un ensemble totalement ordonné est n'importe quelle 
application bijective de cet ensernble sur lui-même qui conserve 
l'ordre: si z, <C Y3, 2, correspond à z:, y, correspond à y>, alors 
Za << y2. Pour l'intervalle (0. 1) er tant qu’ensemble totalement 
ordonné, lyx formule y = 2". pour tout x fixe, déterrmino ur auto- 
morphisme. 

Il existe des structures dont le systène d’axiomes définit la 
structure à un isomorphiame près: on d'autres termes, il est possible 
que deux structures quelcorques munies d'un système d'axiomes 
donné soient isomorphes. On dit dans ce cas que le système d’axiomes 
d'une structure donnée ost complet et que la siructure est nique. 


2.53. En lant qu'exemple, cousidérons le problème d'unicité 
du système des nombres réels. Dans le chapitre {, nous avons appolé 
système des nombres réels un ensemble d'objets qui satisfont aux 
axiomos Î.21-1.24. 

Une question se pose: est-ce que lo systènie d'objets vérifiant 
tous ces axiomes est unique? Deux structures dos nombres réels 
sortl-elles isomorphes? D'une façon plus stricte: s'il y a deux exem- 
plaires du système des rombres réels, peut-un établir ure corres- 
pordance Liwrivoque entre leurs éléments de manière qu'aux résul- 
tats de l'addition et de la multiplicaliun de nombros du preinier 
système il corresponde les résultats des inêmes opérations sur les 
nombres correspondants du second système, que Îa relation d'urdre 
entre les éléments correspondants soit conservée et que los bornes 
des ensembles correspondants se correspondent? Le Lbéorème suivant 
duut lu déinonstration sera faile dans 2.94-2.58 répoud par l'affir- 
inalive. 


Théorème. Soient R, et R; deux cremplaires du système 
des nombres réels; les nombres dix premier systèine seront munis d'indice 
1. ceux du deutième d'indice 2. Il est alors possible d'établir une cor- 
respondance biunivoque entre les nombres x, € R; et x: € R: désignée 
par le symbole — et telle que les propriétés suivantes soient valables: 

1) 1 Te, Ys — ya entraïinent x + Yi — Ta F Ya; 
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2) Tr — Los Yi Ya entraînent Iriÿi — Isyo; 

3) Ti — Los Ya — Ya Ta KW entraînent T2 << Y2; 

4) si un ensemble À, CR, est majoré, alors l'ensemble À, des 
éléments correspondants de R;, l'est aussi et, qui plus est, 


sup À; Sup A. 


2.354. En abordant la démonstralion du théorème 2.53 nous notons 
que l'équipotence des systèmes À, et R, au sens de ia théorie dos 
ensembles découle déjà de la possibilité de mettre les nombres de 
chaquo système sous la forme de déveioppemonts décimaux iufinis 
(1-77). Mais nouS employerons un procédé plus propre à vérifior 
les propriétés 1)-4). Désignons par Q. et Q2 les ensembles des nombres 
rationnels des systèmes À, et AR: respectivement. Une correspou- 
dance biunivoque naturelle s'établit entre @, et Q, d'après la reprc- 


+ # LA mn " LI 
sentaltion même des nombres rationneis sous la forme me Evidern- 


ment, les propriétés 1)-3) sont alors remplies puisque les opératious 
mentionnées s'expriment directement par ics symboles m et nr. 
Ensuite, si E, € À, est un nombre quelconque, on a selon 1.76: 


& = sup W, (E,) = ini P, (8;), 


où V, (E1) désigne l'ensemble des nombres rationnels r, < £, et 
P, (&,) celui des nombres rationnels s, > Ë,; ici toujours 7, & 51. 
Désignons par NV: l'enseisble des nombres rationnels du système 
A; qui correspondent aux nombres ratiounels de i'ensemble #, (E;) 


(c'est-à-dire qui ont les mérmnes notations —) et par P, l'ensemble 


des nombres rationunols du systèmo À, qui correspondent aux nombres 
de l’ensemble 2, (£,). Nous avons r° < 52 quels que Soient r2 € N2 
el S2 € Ps, d'où sup W, < inf ?, d'après 1.62.b. Tous les nombres 
rationnels du système /?: appartenant soit à V,, soit à P,,iln'y a 
pas de nombres rationnels cttre les nombres a: = sup W, ot BP: — 
= inf P2. Or ceci veut dire quo &@> — B:. sinon il existerait un 
point rationnel ontre a: et PB: d'après 1.75. Faisens maintenant cor- 
respondre au nombre Ë, € /t; le nombre E: — m> = P:€ R:. Cette 
correspondance est biunivoqguie par symétrie. 


2.55. Examinons maintenant les propriétés 3) et 4). Si 2, << pi, 
on choisit, à l'aide de 1.75, un nombre rotionnel r,, x; << r, << ÿ1; 
pour les nombres correspondants x, r,, y2, selon la définition mème 
de la correspondance, on a 72 << F2 << ya, de sorte que 3) est vérifiée. 
Soit un A, majoré, Ë, = sup À,, et soient À, l'onsemble correspon- 
dant à À, et £, le nombre correspondant à E,. Nous avons E, > zx, 
pour tout x; € À,, d'où E, => x, pour tout %) € 4, donc E: > sup 42. 
Si sup 42 << £2, alors il y a un nombre y, (même rationnel) tel que 
To Ya É2 pour tout z26€ A2, d'Où zx, << y; <'EË, pour toul 
z1 € A,et pour y, qui correspond à y. Mais alors sup À, < y; << Er, 
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en contradiction avec l'hypothèse. Ainsi sup 4: = E:, ce qui 
prouve 4). 


2.56. Pour démontrer les propriétés 1) et 2), établissons deux 
lemmes. 


a. Lo m m o. Soient des nombres réels y et z et un nombre rationnel 
r> Y +2; ll existe des nombres rationnels u >y, v > z tels que 
u+v=r. 


Démonstration. Soit r — (y + z) =h. Choisissons pour 
u n'importe quel nombre rationnel de l'intervalle (y, y + h) ot 
posongs v=r—u; évidemment v>r—{(y +h) = 7, ce qu'il 
fallait démontrer. 


b. Lemme. Soient des nombres positifs y et z et un nombre 
rationnel r=> yz; il existe des nombres rationnels u => y, v > z tels 
que uv =7r. 


Démonstration. Soit _ = h. Choisissons pour uw n'im- 
porte quel nombre rationnei de l'intervalle (y. yh) et posons v = = , 
évidemment, v=— 5 = z, Ce qu'il nous fallait. 


2.57. Vérifions à présent la propriété 1). Soient z;, — 2x2, Yy — Yo, 
Zi + Yi — 22 5 22 + Y2 et soit, par exemple, z2>> Z2 + y2. Choi- 
sissons un nombre rntionnei f2 € (Z2 + Y2, 22). D'après le lemme 
2.56.a il existe des nombres rationnels u> >> zo, Lo > Ya, Uo + Lo = 
= t:. Pour les nombres correspondants z,, fi, u,, v,, nous avons 
D Us Yi ED D th <m + = ty Or to Lzor LE + Ya, 
donc {4 << x, + y en contradiction avec ce qui précède. L'hypo- 
thèse z2 << za + y2 tombe en défaut d'une façon anelogue. 


2.58. En passant à la propriété 2) envisageons-la d'abard pour 
Z1 et y1 positifs; il leur correspond, selon 3), z2 et y2 également 
positifs. Soient z;y, — 2: 3 zoo et, par exemple, z: > zoÿo. Choi- 
sissons un nombre rationnel t2 € (xz2ÿ2, 22). D'après le lemme 2.56.b, 
il existe des nombres rationnels w2=> Z2, Va >> Y2, Uovz = t2. Pour 
les nombres correspondants 2,, {i, WU, V4, NOUS avons r, << U}, Yi LL, 
Laÿs us = 4 Or t2 22 = miÿa, dONC ti << ziÿs en contradic- 
tion avec ce qui précède. L'hypothèse 22 << z2y2 tombe en défaut 
d'une façon analogue. Le cas où l'un des facteurs est nul est immédiat. 

En passant au cas général et vu la règle des signes, il suffit de 
prouver que —1{:x, — —1-x1:. Supposons que —1-x, corresponde 
à un 22. D’après {}, l'égalité — 1 «7, + x, = 0 implique z; + r; = 0, 
d'où Z22 = —1:-7,. Ainsi, notre théorème est complètement démontré. 


2.59. Nous venons de montrer l'unicité, à un isomorphisme près, 
du système des nombres réels. Etudions la nature des automorphismes 
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de ce système. D'après 2.52, nous appelons automorphisme du 
système R une application bijective À — À qui conserve les résul- 
tats de l'addition et de la multiplication, la relation d'ordre et la 
borne supérieure. Montrons qu'une telle application R — R ne peut 
étre qu'identique. Désignons par x’ l'élément de R en lequel est 
transformé par l'automorphisme considéré un élément x. L'élément 
1’ est l'unité du corps R puisque, pour tout zx, nous avons {”’-z' = zx’; 
en vertu de l'unicité de l'unité (1.41.a), nous avons 1" = 1. Il en 
résulte que 2° = 1 +1" =2,..., n=(n-1) +1" =n; 
Le mm’ 


(=) = — = —. L'unicité de l'élément opposé (1.32) implique 


ñn 
m 


La 
m = : . ’ 
(—2=) = ——. Ainsi, l'automorphisme en question conserve Île 


système des nombres rationnels. Mais alors il conserve tout nombre 
réel car, en vertu de 1.76, nous avons pour tout £ € RA: 


E — up x, 
où W, est la classe des nombres rationnels qui ne dépassent pas Ë, 
et l’automorphisme considéré conserve la relation d'ordre et la 
borne supérieure. Donc, cet automorphisme est l'application identi- 
que Ë —+ E. 
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2.61. Définition. Soit un nombre naturel n: désignons 
par À, l’ensemble de ious les complexes (« vecteurs ») de x nombres 
réels 

Z=(2;,;,::.,: 72). 


Les nombres zx,, . .., x, s’appellent coordonnées du vecteur x. 
Nous dirons qu'un vecteur zx = (zx,, . .., x,) est égal à un vecteur 
YU = (Ya... Un) si, et seulement si, les égalités x, = y, .. 

ss Tn = Yn ont licu. 

L'ensemble }?, cst appelé espace réel n-dimensionnel. 


2.62. Définissons l'opération d’addition dans l’ospace A, par 
la formule 


(xs, + Th) + (UTE us Un) —_ (x: + Yi, RS | Th + Un) (1) 
Montrons que les axiomes d'addition 1.21 sont romplis où les 


symboles zx, y, ... désignent déjà Iles éléments de l'espace R,. 
Soient z = (2, . .., Zu). y = (Ya - «+ Yn), 2 = (24 . .., 2,). Nous 
avons : 

a, Z+y = (ti + Yn .. Tn + Un) = y + x. 

b. (2 + y) +2 = (ti + y Hu. En HF Yn + 2n) = 2 + 
+ (y + 2). 

c. Pour le vecteur 0 = (0, O0, ..., 0) («vecteur nuls), on 


a l'égalité x +0 = (x, +0, ..., zx + 0) = x. 
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d, l’our tout x € RÀ,, il existe un élément opposé y tel que x + 
+ y = Ü; notarnment, on peut poser 
= (ris dé En) 


En méme ternps que les axiomes a-d, sont valables toutes leurs 
conséquences exprimées dans les propositions du paragraphe 1.3. 


2.63. Définissons dans l’espace R, L'opération de multiplication 
par nn nornbre arbitraire &« € R par la formule 


& (Zi, « - +9 Zn) = (GX), - - ., ax). (1) 


Les forivules suivantes sont, évidemment, justes : 


a(r+y) = ax + ay; (2) 
(a + B)z = ax + Gr; (3) 
1z= 3x; (4) 
a (6x) — (aÿ) z. (5) 
2,64. Les vecteurs 
D QU ee à OA à. 4e ŒU) 
de l'espace À, sont dits linéairement dépendants s'il existo des cons- 
tautes Ci, . .., Ch, pas toutes nulles, telles que 
Cizt + ... + Chr = 0. (1) 
Et si l'égalité q) n'est possible que pour Ci = ...—Cm = 0, les 


vecteurs z'!,..., x" sont dits linéuirement indépendants. Étant 
donnés 2.62 (4) el 2.63 (1), l'égalité vectorielle (1) équivaut à ñn 
égalités nnmériques 


Cam + +. + Cm = 0, 


Cr +... + Con = 0. 


C'est pourquoi, en vertu des théorèmes connus de la théorie des syslè- 
mes d'équations linéaires *), la dépendance linéaire les vecteurs 
zx, ..., x est équivalcnto au fair que le rang de lu matrice 
I z%r Il est inférieur à m. Lun particulier, toute inatrice carrée 
ZA || de n lignes et colonnes ot dont le détarminant est non nul 
détermine dans R, un système de n vectours linéairement indépen- 
dants. Et n'importe quels x + 1 vecteurs de l’espace À, sont linéai- 
remernt dépendants, 

2.65. Soit jf, ...,. f, un Système de r vecteurs linéairement 
indépendants do l'espace Æ#,. Alors, pour tout vecteur g € À,, les 


*) Vour, par exemple, [14], 
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vecteurs f{4, + - + fn, & étant linéairement dépendants, il existe la 


relation 
Co + Critk:.: + Cnfn = 0, (1) 


où nécessairement Co 3 O, sinon les vecteurs fi. . .., /\ scraicnt 
linéairement dépendants. Donc. l'égalité (1) pent être résoluc par 
rapport À g' nons obtenons l'égalité de la forme 


& = Gifs +. + Œnfn- (2) 
Les nombres &1, . .., an s'appellent coordonnées du vecteur g par 
rapport à la base f,, . .,, fn. 
Ainsi, en choisissant pour vecteurs f,, . .., f, les veclcurs 
mr 0: 0e ss = (00,220): (3) 
ort obtient pour Lont vecteur x == (x, . .., z,) € À, : 
= Te +... + Zn, 
de sorte que les nombres 24, . .., z, sont les coordonnées du vecteur 
x par rapport à la basc spéciale (dite canonique) #,, . . ., e, (à). 


2.66. Soit f,, ..., fn une base fixe dans l'espace R,. Si g — 
if, + + asfnet h = Bifs +... + Pifn, alors on a d'après 
les propriétés 2.63 (2)-(3) : 


g+h= (a + fi) fs +... + (an + Ba) fn, 
Ce = Cœifs +... + Cœnfn pour tout nombre C, 


de sorte que, à l’addition des vecteurs et à la multiplication d'un 
vecteur par un nombre C, il correspond, dans n'importe quelle base, 
l'addition des coordonnées respectives et leur multiplication par 
ce nombre C. On peut dire que l’application qui à tout vecteur 
x = (2, ..., 2,) fait correspondre uu vecteur a = (ai, .-.., a), 
où a, - . -, an Sont les coordonnées du vecteur x par rapport à une 
base fixe f,, ..., fn. est un automorphisme (2.52) de l'espace 
n-dimensionnel À, 


2.67. D'une façon générale, eu accord avec la définition de 
l’automorphisme d’une structure mathématique (2.52). nous appelons 
automorphisme de l'espace n-dimensionnel R, une application hijecti- 
ve z’ — À (x) de l'espace À, sur lui-même telle que les conditions 
suivantes sont remplies: 

a. À (az) — aÀ (x) pour tout x € À, et tout & € 72. 

b, A (zx + y) = À (x) + À (y) quels” que soient r ct y de AÀ,. 

Îl est aisé 1e tirer des propriétés a et b nne formule plus générale : 


LU Lu 
ec. À (> az) = © anA (x,) quels que soient les vecteurs 


Zi -- «+ Zn el y, - .., &n réels. 
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Trouvons l'expression générale d’un automorphisine À eu fonction 


des coordonnées du vecteur x, Soit x — (z,, ..., z,)etxz’ — À (x) — 
ex (2, . .., Zn). Soit ensuite e; = (0, ..., 1, ..., 0) et e; = 
= À (e;) = (ay, . .., an). Nous avons: j 


n # n 
z'— 2) Then = À (x) — À (2 je j) = à ZA (e) = 
p. 1 = 2zs 


nm nm n Lo 
= } z)( D; ajnex)= D ( D anr;) ex 
d'où 3m] Ans i hs] jrsi 


= D ajury. (1) 


Ainsi, l'automorphisme À est déterminé on coordonnées par le 
système (1) de relations linéaires. Ces formules dovant représenter 
une application bijective de l'espace À, sur lui-même, la matrice 
(Lay (| est non dégénérée d’après les théorèmes fondamentaux de 
l'algèbre linéaire (voir [13]): 


det |lays || Æ 0. 


Héciproquement, toute matrice non dégénérée || ay, || détennine, 
par les formules (1), une application de l’espace /?, sur lui-mëmcu 
vérifiant les conditions a, betbijective, c'est-à-dire qu’elle détermine 
un automorphisine de l’espace R,. Définitivement, les automorphis- 
mes de l'espace R, sont décrits par les matrices non dégénérées d'après 
Les formules (1). 

Considérons quelques exemples. L'automorphisme / défini par 
la matrice 


{ 0 ... 0 
0 1 .. oO 
0 0 .. 1 


transforme tout vecteur en lui-même; c'est l’automorphisme identi- 
que. L'automorphisme A, défini par la matrice 


1 0 
j-ièmne ligne A) 


0 1 


â 2.6. ESPACE n-DIMENSTIONNEL 49 


(éléments omis sont nuls) multiplle par À; la j-ième coordonnée de 
chaque vecteur. Il s'apuelle. dilatation de À; fois suivant le j-ième 
axe. L'antomorphisme défini par la matrice 


LA 0 
le 
(Aka …. An + 0), 
0 Ân 
cffectue une dilatation suivant chaque axe: il multiplie la première 
coordonnée par À,, la deuxième par À, etc. Si tous les nombres 


Àjs +. An Se confondent, alors l'automorphisme correspondant 
défini par ia matrice 


À 0 


e (À 5 0), 


0 À 


transforme tout vecteur z en le vecteur Àz. Un tel automorphisine 
s'appelle homothétie de rapport À. 


2.68. Espace euclidien n-dimensionnel. a. Soient x 
et y deux vecteurs quelconques d'un espace n-dimensionnel À, : 
z=(E,. ...,. En), y=(m: ..., Mn). Le nombre 


(r, = 2 EnTr (1) 


s'appelle produit scalaire des vecteurs x et y. Le nombre 


Izl=V(z z)= V Se > 0 


s'appelle longueur ou norme du vecteur x. Un vecteur z pour 
lequel |x|—1 est dit unilaire ou normé. Nous verrons plus bas 
que le produit scalaire permet de construire dans l’espace À, uno 
géométrie utilisant les notions de longueur, d'angle et, plus tard, 
d'aire et de volume. L’espace À, muni du produit scalaire (1) est 
appelé espace euclidien n-dimensionnel et désigné par E;. 

b. Îl est aisé de prouver que le produit scalaire (1) possède les 
propriétés snivantes : 

1) (y, r)= (x, y) quels que soient deux vecteurs z et y; 

2) (axz,y)=a{(r, y) quels que soient x et y de E, et «& réel ; 

3) (r-1-y, 2) — (x, z) L(y,z) pour n’importe quels x, y, z do E,; 


{ 3akx 2285 
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4) (x, z)>0 pour tout zrCE£Æ,, de sorte que (x, zx) =0 dans le 
seul cas x —0, 

En partant des propriétés 1})-2}-3) on peut déduire la formule 
générale 


k mn h mm 
(2 œii À Psy) #2 À œBy (tas y5)s (2) 
qui est valable quels que soient des vecteurs z,, ..., Æn, Yi, ..., Um 
et des nombres réels &,, ..., œn, Pa, Dr 
ce. Etablissons l'inégalité de Cauchy : 
RCIRS EAU IE (3) 


La démonstration est basée sur les propriétés 1)-2}-3) et la pre- 
mière partie de 4). Considérons l'expression 
PO)=(z—Ay,z—hy)= (x, 2)—2À (x, y) + N'y.) = A—2AB+MC", 
où A=—(x,zx), B=(x, y), C=(y, y). D'après 4) on a @(À)>0 pour 
tout AC R. Ainsi, le trinôme (À) ne peut avoir de racines réelles 
distinctes, sinon il prendrait des valeurs de signes différents. Il en 
résulte que La quantité B— AC = (zx, y) —(x, x) (y, y) (qui est sous 
le radical dans la formule des racines d’une équation du second 
degré) ne peut être positive. Par conséquent, 

(x, y? <(z, z)(y,y)=1zPlyl, 
d'où (3). 

En coordonnées z—(Ë,, ..., En), y= (rm, ..., ln), l'inégalité (3) 

s’écrit comme suit: 


Êvuiey Ês. VE Û 


Soulignons que, ainsi écrite, elle ie valable pour n'importe quels 
nombres réels E,, ..., En, Mis ... 
d. Vérifions l° inégaltté de anale 
Iz+y|<1zl+1yl: (5) 
En effet, quels que soient deux vecteurs z et y, on a 
Iz+yl=(c+y z+y)=(z, 2) +2(2 y) + (4, W<1z fl + 
+21zllyl+1y8=(Izt+1yh, 


d'où (5). En coordonnées z={(E,, ...,Ën), y =(1n, -.., Mn), l'inéga- 
IIté (5) prend la forme 


LV 2 (Es +n)< V À E + À n} ; 


tout comme (4), elle est valable pour n'importe quels nombres 
réels Ets .. En et Mis ess Mn: 
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On peut également démontrer, pour y—=0, z2=1(£4, ..., Ca), 
l'inégalité 


LVÉTARTIAE (Œn—t)® (cf. 3.11(2)). (6) 


Les inégalités (4) et (6) qui sont valables pour E,, ..., E,, 
Mis er ns C1 + - +, En réels quelconques sont très souvent appli- 
quées en analyse aux estimations de toutes sortes, même sans aucun 
rapport avec l'origine géométrique de ces inégalités, la théorie des 
espaces métriques. 

Signalons encore une chaîne utile d'inégalités: 


max |En—m| A (2, y) = VÈ En < 
Es 


<V nr. max Er — na |. (7) 


1SRENR 


Pour l’établir, passons de l'inégalité évidente 


(Er — MP < ÿ Em)" 


à sa censequence (1.55.f) 


[En — na <VS (En — nn)°. 


En passant au maximum sur * daus le premier membre on obtient 
la première inégalité (7). D'autre part, on a 
n 


2 En —m)< 2 nez (Es 0) = n.max (Ex — nu)" ex 


= n(max|Er— ns |}? 


d’où la deuxième inégalité (7). 

0. La définition générale de l'angle formé par deux vecteurs 
sera donné pius bas (5.74). Mais nous pouvons déjà formuler la 
définition d'orthogoualité. Deux vecteurs x et y sont dits orthogo- 
nauz si (x, y)—0. En particulier, 10 vecteur nul (0,.,.,,0) est 
orthogonal à tout vecteur r€£E,. Si deux vecteurs x et y sont 
orthogunaux, alors 


fr +yl=(z+y z+y)=(x, z)+2(2, y) + (y y)=tzlP+lyf: 


c'est le théorème classique de Pythagore. 

Des vecteurs x,, .,., 2m non nuls et deux à deux orthogonaux 
sont linéairement indépendants; en effet, si l’on multiplie scalai- 
rement l'égalité 

Cri + ue + CmEm = 0 


4 
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par un vecteur 73, on aura, vu (2) et l’hypothèse d'orthogonalité, 
Ch(Zhs Zn) = 0. 


Comme (zx, xx) == 0, il en résulte CL, =0, ce qu'il nous fallair. 

Notons en conclusion que nous avons construit l'espace vecto- 
riel réel n-dimensionnel À, et l'espace euclidien n-dimensionnel £, 
en partant de la structure déjà connue de nombres réels. Dans ce 
qui suit (chapitre 11), nous verrons que les espaces vectoriels, et 
les espaces euclidiens en particulier, peuvent être traités eux- 
mêmes en tant que structures mathématiques, avec leurs axiomes, 
On a vu (2.53) que n'importe quelles deux structures de nombres 
réels sont isomorphes. D'une façon analogue, tout espace vectoriel 
n-dimensionnel défini axiomatiquement s'avère isomorphe à l'es- 
pace Ra, et tout espace euclidien #7-dimensionnel défini axiomati- 
quement à l'espace E,. 


$ 2.7. Nombres complexes 


2.71. Une question se pose tout naturellement : est-ce qu'il est 
possible d'introduire dans À, une opération de multiplication des 
vecteurs de façon que le résultat soit encore un vecteur de À, et que 
les axiomes de multiplication 1.22.a-e soient remplis? Il s'avère 
que c'est possible pour #7 == 2, par exemple, d’après la règle suivante. 
Soient e; = (1, 0), e2 = (0, 1), tout vecteur z € R, peut être mis 
sous la forme z = (x, y) = ze, + ye:, où x et y sont les coordonnées 
du vecteur z par rapport à La base e,, e2. Posons 

= et, er = Ext = En 3 = —r. 
Etendons cette multiplication sur tous les vecteurs z = ze, + yes € 
€ R; suivant la loi linéaire: si w = ue, + ve2, alors 
zw = (ze; + yer) (uer + vez) — zueï + zverez + 
+ yuere, + yues = (ru — yv) e + (xv + yu) e. 
Bref, la définition de la multiplication dans À; est: 


zw = (x, y) (u, v) —= (zu — yv, zv + yu). (4) 
Evidemment, on a: 
a. WZz = (UZ — Ly, VX + uy) = zw 
b. Si y = (&, B), alors 
(zw) y = (ua — yua — zvf — uyf, zuB — yuf + zva + yua) = 
= (x (ua — LB) — y (va + uf), x (va + uf) + 
+ y (ua — vB)) = 2 (wy) 
c. Pour le point e = (1, 0) et pour tout 3 — (u, v), on à 
(1, 0) (u, v) = (u, v) 
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d. Pour tout (x, y)=£ (0, 0), il existe un élément inverse, notam- 
ment : 


Zz y 
(u, v) = (>  — riz) Ê 
En elfet, 


2 2 zx} x} 
(x, y) (u, v) = ter. ir ri) = (1, O). 
e. Pour n'importe quels z—=(x, y), w = (u, v), Y = (&, f) 
on @: 
( + w) y = 31 + wy. 
En effet, 


G+uw)y=(c+u y+v(e B)=((z+u)a— 
— Y+UR, +u) f+ (y +v) a) = (a — yf) + 
+ (ua — vf), (B+ya) (uf+ua)) = (za—yh, z6+ya) + 
+ (ua—vê, uf+ua) = (2, y) (&, B) + (u, v) (&œ, B) = zy + wy. 
Ainsi, pour la multiplication que nous avons introduite dans R;, 


tous les axiomes 1.22.a-e sont vérifiés. Par conséquent, toutes leurs 
conséquences signalées dans Les propositions du $ 1.4 ont lieu. 


2.72. Définition. L'espace R; muni des opérations d’ad- 
dition 2.62 (1) et de multiplication 2.71 (1) est appelé corps des 
nombres complexes et désigné par C. L'ensemble À des nombres réels 
est immergé d'une façon biunivoque dans € d'après la règle 

z+r (x, 0), 


de sorte que les opérations d'addition et de multiplication sont 
conservées puisque 

(x, 0) + (y, 0) = (x + y, 0), (zx, 0) (y, 0) = (xy, 0). 
Pour cette raison, les nombres complexes (x, 0) sont appelés nombres 
réels et notés (x, 0) = z. 

Ainsi, Le vecteur de base e, = (1, 0) est désigné par 1 et Le second 
vecteur de base €: = (0, 1) par ti. Tout nombre complexe (x, y) 
peut à présent être mis sous la forme x + iy. Par définition, nous 
avons = @ = —e, = (—1, 0) = —1, de sorte que, dans le 
domaine des nombres complexes, on peut extraire une racine carréo 
du nombre —1. La seconde racine carrée de —1 est le nombre —i 
puisque (—i)? = (1)? i? — 1. IL n'existe pas d'autres racines 
carrées complexes de —1: en effet, si z° = —1 pour un z € C, alors 
21441 = (2+i)(z — i) = 0, d'où, en vertu de 1.47.h (et compte 
tenu de 2.71), z + i = O0 ou hien z — i — Q, c'est-à-dire que z = 7 
ou hien z = —i. 

La règle de multiplication 2.71 (4) peut être miso sous la forme : 


(z + 1y) (u + iv) = (cu — yv) + i (zv + yu), 
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ce qui correspond à la règle habituelle de la multiplication des binô- 
mes, compte tenu de l'égalité à? = —1, 

Pour un z = z + iy donné, Le nombre zx s'appelle partie réelle 
de … et lé nombre y sa partie imaginaire; nous notons z = Re z, 
y = Imz. 


2.73. Deux nombres complexes 2 = z + iy et Z=1— iy sont 
dits conjugués. 

Les propositions sulvantes ont lieu : 

a. La relation z — z est équivalente au fait que z est réel. 

b. Zi + Z2 = Zi + 22 


els Qué soient Z, et z, complexes. 
Ce Z129 = Zi *2Z2 | q q ù 2 P 


Démongtration. (a) La relation zx + iy = z — iy est 
équivalente à y = 0, c'est-à-dire que z = x + iy est réel, 
(h) Soient z = 21 + iÿs, 22 = Zo + iys, On a . 
2 + 20 = (ti + Ze) — à (ya + Ye) = (ci is) +2 ya) = 2 +22. 
(c) D'une manière analogue 


A = (rite — yaiÿa) —  (miY2 + Zi) = 
= (21 — lys) (za — iye) = 24 °20- 


En particulier, (c) a pour conséquence la relation 
d. &z = az pour tout & réel. 


2.74. Unicité du gystème des nombres com- 
plexes. 


Théorème. Sil'on introduit, dans l'espace bidimensionnel R;, 
une multiplication d'éléments qui vérifie les aziomes 1.22, alors il est 
possible de trouver dans R: deux vecteurs linéairement indépendanis 
Bi et Gr lels que Bi — Gi, 85 = —Bn BiB2 = Cali = 62. 

Démonstration. D'après l’axiome 1.22.c, il existe dans 
R, l'élément 1 différent de 0; posons g, = 1. Soit ensuite f, un vec- 
teur quelconque linéairement indépendant de g,. Nous avons fi — 
= ae + Bf, avec a et B réels. Pour un vecteur f2 = fi + Yg1 Æ 0 
(y réel) nous avons (fi + ve) = fi + 2vfs + ve = agi + Bjfs + 
+ 2yf + Ye, et si l’on pose y = —B/2, on aura f5 = (& + y‘) £1. 
Le nombre réel & + y* ne peut être nul d'après 1.47.a. 11 ne peut 
être positif non plus, sinon on aurait 


Ga — Va + ve) Gr+ Va +v a) = 0 
en contradiction avec 1.47.h. Donc, & + y? = —6, 6 => 0. En rem- 
4 
plaçant f2 par g:— 775 f: on trouve g — VA, 


Les égalités gg: = 88, = £g2 découlent du fait que g, est l'unité. 
Le théorème est démontré. 
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11 résulte de ce théorème que l'on peut établir, entre n'importe 
quels deux espaces hidiinensionnels munis chacun d'une multiplica- 
tion vérifiant les axiomes 1.22, une correspondance hiunivoque 
conservant l'opération de multiplication, c'est-à-dire que les struc- 
tures en question sont isomorphes. 


2.75. Automorphismes du système des nom- 
bres complexes. Nous avons vu dans 2.59 que le seul auto- 
morphisme du système des nombres réels est l'automorphisme identi- 
que È —+ E. Voici La définition d'un automorphisme du domaine des 
nombres complexes : une application bijective z— 2" du plan C sur 
lui-même s'appelle automorphisme si, pour n'importe quels 2, et 22 
de C et pour tout & réel, les conditions suivantes sont satisfaites : 

1) (4. +22) = 2, +; 

2) (22) = 2, 122 à 

3) (&z2:) = «æz;. 

Les propriétés 1) et 3) montrent que l' automorphisme considéré 
est un automorphisme dn système C en tant qu'espace hidimension- 
nel (2.67). La propriété 2) dit que cet automorphisme doit conserver 
l'opération de multiplication. 

Un automorphtsme non identique du système C peut être donné 
par La règle 

Z+iyz — ly. (4) 
Montrons que le système C n'admet aucun autre automorphisme 
non identique. Soit (x + iy)' l'élément en lequel se transforme un 
élément x + iy par un automorphisme. Il résulte de 3) que 
z' = (1-2) = 7, 
de gorte que 1” est une unité du système C; en vertu de l’unicité 
de l'unité, on a 1” = 1. D'après 2), pour tout x réel, zx’ = (x-1)" — 
= xz4"—zx-1 = x, de sorte que l'automorphisme conserve tout 
l'ensemble des nombres réels. Ensuite, d'après 2), on a: 
(i'}? = ÿ — —1, 
d'où i’ est soit i, soit —ÿi (2.72). Dans le premier cas, on trouve 
{c+iy) = 2 +iy = 2+iy 
et dans le second 
{œ+iy) = 2x + iy = x — iy, 
ce qui démontre notre proposition. 

L'étude des nombres complexes sera continuée dans le chapitre 5 

(5.72 et suivants). 


2.76. Est-il possihle, pour nr => 2, d'introduire une opération 
de multiplication des vecteurs de l’espace R, vérifiant les axiomes 
1.22.a-e? Un théorème de Frohenius y donne une réponse négative. 
Nous ne nous arrêtons pas sur la démonstration de ce théorème inté- 
ressant [1]. 


s6 CU.2. ÊLÊMENTS DE LA THÉORIE DES ENSEMBLES 


$ 2.8. Notion générale de fonction. Graphique 


2.81. Soient X et Y des ensembles constitués d'éléments zx et y 
respectivement. Supposons qu'on fasse correspondre de façon f à 
tout élément x € X un élément y € Y ; alors la correspondance z —+ y 
(ou y = f (x)) s'appelle fonction ayant X pour domaine de définition 
et Y pour domaine de valeurs. 

Dans ce contexte, x s'appelle vartable indépendante (ou argument) 
de la fonction f (x) et y variable dépendante (ou valeur) de la fonction. 

Soulignons que La définition d'une fonction n’exige pas que tout 
y € Ÿ soit une valeur f (x) pour un certain x € X ni qu'à des valeurs 
différentes de x correspondent des valeurs différentes de y. (Si ces 
deux conditions sont vérifiées, on a affaire à une correspondance 
biunivoque (2.21) qui est un cas spécial d’une fonction.) Si le domaine 
de valeurs Ÿ d’une fonction f (x) est la droite numérique À, alors 
la fonction f (x) s'appelle fonction numérique. Si Y est l’espace vecto- 
riel R, ($ 2.6), La fonction f (x) est une fonction vectorielle. 

Si le domaine de définition X d'une fonction f (x) est la droite 
numérique À, ou la droite numérique achevée À (1.91), ou hien un 


ensemble £ & À, alors f (x) s'appelle fonction d'une variable réelle. 

Si le domaine de définition d'une fonction f (x) est l'ensemble 
des nombres naturels 1, 2, 3, ..., alors la fonction f (x) désignée 
autrement par f (n) ou hien par f, est appelée suile de points de l'en- 
semble Y. Signalons que la notion de suite de points d'un ensemble 
ne s6 réduit pas à la notion de sous-ensemble (au plus dénombrahle) : 
une suite est organiquement liée à la numérotation; un ensemble ne 
change pas en permutant ses éléments, tandis qu'en faisant de même 
avec une suite on ahoutit à une autre suite. 


2.82. Introduisons la notion de produit cartésien de deux en- 
sembles quelconques. On appelle produit cartésien de deux ensembles 
X et Y l'ensemble 2 (X, Y} de tous les couples (x, y), où le premier 
élément appartient à l'ensemble X et le deuxième à l'ensemble Y. 
L'égalité de deux couples (x, y) et (x”, y’) est définie par les condi- 
tions z° = x,y" = y. Ainsi, le plan réel (R;) est le produit cartésien 
de deux droites réclles. 

Fixons, dans l'ensemble Y, un élément y, et considérons le sous- 
ensemble de tous les points (x, yo) € P (X, Y). Ce sous-ensemble 
qui est évidemment équipotent à l’ensemble X s'appelle coupe 
de P(X, Y) suivant l'élément y. L®© produit cartésien P (X, Y) 
est la réunion des coupes différentes équipotentes à l’ensemble X 
(et les unes aux autres). 


2.83. S'il y a une fonction y = f (z) ayant X pour domaine de 
définition et Y pour domaine de valeurs, nous appelons son graphique 
le sous-ensemble du produit Cartésien P (X, Ÿ), qui est formé des 
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couples (x, y) pour lesquels y = f (x). En cas de X = R,et Y — R;, 
cette définition coïncide avec la définition ordinaire du graphique 
d'une fonction réelle de la variable numérique. Dans des cas prati- 
quement importants, le graphique d'une fonction numérique d'une 
variable réelle représente une ligne du plan (x, y). Si le domsine 
de définition X d'une fonction f (x) est le plan x = (x,, x2), et le 
domaine de valeurs la droite numérique, alors son graphique est 
un ensemble dans À, que l’on peut souvent se représenter sous la 
forme d'une surface. Si le domaine de définition X d'une fonction 
f (x) est l'axe réel et le domaine de valeurs Ÿ le plan y == (y:, y2), 
alors le graphique de la fonction j (x) est toujours un ensemble dans 
R3; mais, cette fois, il est mieux de s0 le représenter sous la forme 
d'une ligne qui coupe tout plan x = const en un seul point. Tous les 
exemples considérés représentent autant d'objets des plus importants 
de l'analyse et seront étudiés dans la suite d’une façon systématique. 


2.84. Remarque sur les fonctions a«aunivo- 
ques» et e«multivoques» En vertu de la définition 
même 2.84, toute fonction fait correspondre à tout élément zx € X 
un élément unique y € Y et, en ce sens, elle est « univoque ». On dit 
parfois « fonction multivoque » et on sous-entend qu’à tout élément 
z E X correspond non pas un seul mais plusieurs éléments de l'en- 
semble Y. On pourrait étendre la définition d’une fonction dans ce 
sens. Pourtant, les difficultés qui surgiraient lorsqu'on aurait à 
définir les opérations sur de telles « fonctions » nous font abandonner 
cette idée. Tout de même, des fois, le terme « fonction multivoque » 
s'avérera utile. Notamment, on réunit parfois plusieurs fonctions 
univoques en une formule (pour abréger la notation, par exemple); 
une telle réunion est appelée fonction « multivoque ». Par exemple, 
la « fonction bivoque » 


y=ztVil-n (—-1<z<1) 
est tout simplement la réunion de deux fonctions univoques 


nn =2z+VT=x, y=z—-Vi-z (M1<z<i). 


Exercices 


1. Démootrer que les ensembles ci-dessous sont dénombrables: 

a) Ensemble de tous les intervalles a << x << b aux extrémités rationnelles. 

b) Ensemble de tous les polygones plans à un nombre fini de côtés et de som- 
mes aux points rationnel. 

2. Démontrer quo chacun des ensembles suivants est ou bien fini ou bien 
dénombrable : 

a) Ensemble d'intervalles ouverts disjoints deux à deux donnés sur uu axc. 

b) Ensemble de courbes fermées disjointes deux à deux (données daus le plan) 
chacune desquelles $e coupe comme un huit. 

c) Ensemble A des nombres réels positifs tels que toutes les sommes finies 


D) 2} 3; € M, soient majorées par un nombre fixe À. 
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Romarque. V. Groucknno et V. Palamodov nnt démontré les proposi- 
tions analogues pour tout ensemble de figures disjointes du plan qu possèdent 
des points triples (comme la lettre 7) ct aussi pour tout ensemble de figures dls- 
Jointes dans l'espace qui possèdent ou bien des points singuliers du typo « punai- 
se +, ou bien des parties du 1ype « feuille de Môblus » *]. 

3. Décomposer l’ensemblo des nombres naturels 1, 2,... en une réunion 
dénombrable d'ensombles dénombrables disjoints deux à deux. 

Nebere amusant). 1. Un jour le mathématicien X reçoit aes amis, les 
frères N. Ceux-ci enlèvent leurs chapeaux ot les laissent dans l’antichambrvæ. 
Au moment de partir on s’aperçoit, à la grande confusion do l'hôte, qu'il manque 
un chapeau. Or, personno n'est entrés dans l’antichambre durant la visite. 

11. Une autre fois les frères W venus voir X accrochent encore leurs chapeaux 
sur le portoe-chapeaux, Quand ils s'apprêtent à partir. Ils trouvent un chapeau de 
trop. Pourtant l'hôte ot les visiteurs savent bien qu'avant leur arrivée le porte- 
chapeaux était vide. 

111. La fois suivante, les frères mettent leurs chapeaux ot partent. L'hôte 
les accompagne dans la rue, puis reutre et voit sur le porte-chapeaux autant de 
chapeaux qu'il y en a eu avant le départ des visiteurs. 

JV. Enfin, la quatrième fo1s, les frères viennent tête nue et en partant pren- 
nent des chapeaux qui sont restés do la dernière vlslte. En rentrant après avolr 
accompagné ses visiteurs l'hôte trouvo autant de chapeaux qu’il y on a eu avant 
l'arrlvée des frères. 

Comment expliquer ces faits paradoxaux? 

5. Si l'on ajoute un ensomble B fini ou dénombrable à un ensemble infini 4, 
on obtient un ensemble équipotent à l'ensemble initial À. 

6. Démontrer que l'onsemble i des nombres irrationnels et l'ensemble T 
des nombres trangcandents ont chacun la puissance du continu. 

7, L'ensemble de toutes les suites composées de zéro et d'unités a La puissance 
du continu. 

8. L'ensemble de toutes les suites croissantes de nombres naturels 


O<)kiLka Lo. k€ ... (1) 
a la puissance du continu. 
9. L'ensemble de toutes les suites de nombres naturels (pas obligatoirement 
croissantes) 
Mie Mass Mns - - : (2) 
a la puissance du continu. 
10. L'ensemble de toutes les suites do nombres réels 


E = (Bus Bas + «+ Ens -  ) 


a la puissance du continu. 


11. L’ensemblo do tous les points de l'espace n7-dimensionnel À, pour tout 


n = 1, 2,..., a la puissance du continu. 
42. La puissance de l'ensemble Æ de toutes les fonctions y = / (x) définies 
sur l'intervalle [0, 1] et dont le domaine de valeurs ne comprend que deux points 


distincts n’est pas celle du continu. 
13. L'ensemble do tous les sous-ensembles d’un ensemble À n'est pas équi- 
potent à 4. 


Historique 


Les idées principales de la théorie des onsembles, formulées pour la première 
fois à la Fin du XIXe slèclo par Cantor, ont pénétré depuis dans les branches les 
plus diverses des mathématiques en parachevant, ou peu s'en faut, leur langage. 
(Voir F. Hausdorff, Mengenlehre, Berlin (de Gruyter), 1927). A In limite des 


*) Voir [7). 
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X1X® et XXS siècles, on s'aperçoit que la logique traditionnelle est génératrice 
de contradictions dans la théorie des ensembles. Cette situation dramatique qui 
met en doute tous les résultats des mathématiques trouve sa résolution grâce 
à la création des systèmes axiomatiques de la théorie des ensembles qui fixent non 
seulement les propriétés des objets mais aussi les moyens logiques admissiblss. 
(Voir P. Cohen, Set theory and the continuum hypothests, N. Y.-Amst.. Benjamin, 
1966.) 

Le rôle que jouent les structures dans les mathématiques est mis on relicf 
par Bourbaki dans l'article « L'architecture des mathématiques » (1948). L'œuvre 
eu plusieurs volumes de Bourbaki « Elémonts de mathématique » (le premier 
fascicule paraît en 1939) est consacrée à la représentatinn de toutes les mathé- 
matiques sous la forme d’un système de structures. A l'houre actuelle l'édition 
est encoro loin d'être terminée; les mathématiques étant inépulsables, il paraît 
que l'œuvre ne sera jamais terminée d'une façon plus ou moins naturalle. 

Les systèmes de coordonnées (dans lo plan et dans l'espace tridimensionnel) 
sont introduits par Descartes (1637) dont la Géométrie exerce une influence im- 
mouse sur le développement des mathématiques. 

Les espaces à plusieures dimensions sont introduits par Cayley et Graesmann 
(1846). Les nombres complexes apparalssent beaucoup plus tôt (XVI£ siècle) chez 
les ulgébristes italions qui s'en servent en résolvant les équations algébriques, les 


règles d'opérations sur les expressions de la forme a + b /—1 sont déjà décrites 
dans l'« Algebra » de Bombelli (1579). Pulsque, à l'époque, on ne pouvait attrl- 
buer aucun sens intuitif aux nombres complexes, on les pans « imaginaires », 
« ahsurdes », etc., jusqu’à ce que Gauss (1797) ot, indépendamment de lui, 
Wessel (1798) et Argand (1806) ne lesinterprètent comme points du pian. En 1903, 
Frobenius établit la non-existence, pour n >> 2, d'un espace n-dimensionnel muni 
de l'addition et de la multiplication satisfaisant à tous les axiomes 1.21-1.22. 

A la fin du XIX® siècle, avec le développement de la théorio des onsombles, 


il devient clair que la représentation formelle du nombre compiere a+bV —1 
par un couple (a, b) ne le cède en rien à la représentation géométrique. 

La définition générale d’une fonction (2.81) est formulée (pour les fonctions 
numériques) par Lobatchevakt (1834) et Dirichlet (1837) et avant. mais suus une 
forme moins nette, par Euler (1751); elle couronne le travail de longue haleine 
de mathématiciens du XVI]IS siècle: cette définition sépare ls notion générale 
de fonction de la notion (qui s’élargit toujours uvec le développement des mathé- 
matlques) de roprésentaiion analytique. Voir {2| 


CHAPITRE 3 


Espaces métriques 


La seule chose qui manque actuellement 
à la théorie des ensembles pour occuper 
sa place dans l'analyse, c'est la concep- 
tioti générale de passage à Ilmite. 


J. Hadamard (1900) 


Les espaces métriques représentent l'une des plus importantes 
structures mathématiques. En particulier, elle est à La base de la 
théorie générale des limites exposée dans le chapitre 4. 


$ 3.1. Définitions et exemples 


3.11. Définition. Un ensemble M d'éléments (+ points ») 
Z, y, -. . s'appelle espace métrique s'il y a une règle qui permet 
de faire correspondre à deux points quelconques x, y un nombre 
p (x, y) (« distance de x à y») et satisfait aux conditions (axiomes) 
suivantes : 

a. px, y) => 0 pour z-y; px, x) = 0 pour tout z. 

b. px, y) = p (x, y) quels que sotent x et y (symétrie de La dis- 
tance). 

e. px, z) < p (x, y) + p (y, z) quels que soient x, y, z (a inéga- 
lité de triangle »). 

L'inégalité de triangle a l’origine géométrique suivante: eu 
géométrie élémentaire, la longueur du côté zz d'un triangle zyz 
ne dépasse pas la somme des longueurs de deux autres côtés xy et uz. 

La règle qui permet, d'après deux points x, y de l'espace M, 
de trouver le nombre p (x, y) est appelée métrique de l'espace M. 

Notons que tout sous-ensemble M' © M d'un espace métrique 4/ 
est un espace métrique par rapport à la métrique de l’espace M. 

Signalons quelques conséquences simples des axiemes a-c: 

d. Pour des éléments quelconques x, . . ., x, de l'espace métrique 
M, on a l'inégalité 


P (zu Zn)  p (fu T2) + p (tx Ts) +... + Pp (Tan, Zn) 
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(une généralisation du théorème connu de la géométrie élémentaire : 
la longueur du segment joignant la première et la dernière extrémité 
d'une ligne polygonale ne dépasse pas la somme des longueurs des 
côtés de la ligne). Pour le démontrer, on applique successivement 
l'axiome c: 

p (ze In) P (zr TZ) + P (Z2 Tan) 


pre ze) + pra xs) +Pp(zs 


< P (2, Z2) ". p (ze, Z3) FF : ae P (&n-rs Zn). 
e. Pour quatre points quelconques zx, y, z, v de l'espace métrique M 
on a l'« inégalité de quadrilatère » 
[px y) —p(z v)I<p(z, 2) + p (y, vu). (1) 
En effet, nous nvons, d'après d: 
px, y) SP (z, 2) + p (2, v) + p (v, y), 
pG, v) <pz 2) +p(z y +P(y, v 
ou bien 
p (x, y) — ps v) <p (x, 2) + p , y), 
p(z v) —p(z, y) <Pp(z, x) + p (y. v). 
Les seconds membres de ces inégalités se confondent par l'axiome b. 


Les premiers sont opposés; il en résulte (f). 
f. En posant v — y dans l’inégalité (f{) on obtient: 


lp D —p pl<pP(z 2? (2) 


(en géométrie élémentaire, la différence des longueurs de deux côtés 
d'un triangle ne dépasse pas la longueur du troisième). 


3.12. a. Un ensemble B dans un espace métrique MW est dit borné 
si les distances d'un point quelconque a € M à tous les points b € B 
sont majorées par une constante fixe. Dans ce cas, les distances de 
n'importe quel autre point fixe c à tous les points de l'ensemble B 
sont aussi majorées par une constante fixe, de même que les distances 
entre deux points quelconques de l'ensemble 2. Tout cela résulte de 
l'inégalité de triangle 


p (b, €) Sp (6, a) + p (a, oc). 
La quantité 
diam 8 = : 
am SES à (x, y) 


s'appelle diamètre de l’ensemble B (borné). 
b. Dire que, pour M = R, (axe réel), un ensemble B est borné 
au sens de a équivaut à dire qu’il est borné au sens ordinaire (1.66), 
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puisque, dans les doux cas, cela signifie que B fait partie d’un inter- 
valle (fini). 

ce. Un ensemble B dans un espace métrique M n'est pas borné 
si, pour tout C réel, il existe dans l'ensemble B deux points x, y 
avec p (x, y) > C. Dans ce cas, pour tout € et pour tout point fixe 
a € M, on peut trouver un point z € B pour lequel pa, x)>C; 
sinon l'ensemble B serait horné et, d'après a, les distances entre ses 
deux points quelconques seraient majorées. 

d. Les définitions d'un espace métrique borné ou non borné 
s'obtiennent respectivement de a et c pour B = M. 

e. L'ensemble de tous les points x d’un espace métrique 4 dont 
les distances à un point donné x, sont inférieures à un nombre donné 
r > 0, de sorte que 

P (z, Zo) LT 
s'appelle boule (plus exactement, boule ouverte) de rayon r; le point 
zo est le centre de cette boule. L'ensemble de tous les points x véri- 
fiant l'inégalité 

P (z, To) < r 
s'appelle boule fermée de rayon r centrée en +,. Enfin, les points se 
trouvant à une distance fixe 7 d’un point x,, de sorte que 

P (x, Ze) —s 


forment la sphère de rayon r centrée en z,. 
f. Toute boule de centre x, s'appelle voisinage de ce point. Un 
point r, s'appelle point intérieur d'un ensemble E£ € M s’il a un 


voisinage inclus dans £. 


3.13. Lxemples. ‘ 
a, Tout ensemble M sur la droite réelle R, est un espace rnétrique 
avec pour distance p (x, y) = | x — y |. 


La vérification des conditions 2.11. a-c résulte des propriétés 
connues du module (1.54.b). Si M est toute la droite, alors une boule 
ouverte de rayon r centrée en un point x, est l’intervalle 


[zo—z|<r; 
une boule ferinée de rayon r centrée en un point zx, est l'intervalle 
[Tr —zol<r; 
une sphère de rayon r centrée en un point x, est deux points 
ZT = Zo ET. 


b. De même, un ensemble M dans le plan À; ou bien dans l'espace 
tridimensionnel R; est un espace métrique si l'on choisit pour distan- 
ce entre les points (dans 3, pour fixer les idées) x = (E;, £,, E:) 
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et y = (Mn 2, ns) la distance géométrique ordinaire: 
Æ nn /E ni fE.__nY 
p (es 9) = VE) + Em) + Es). 


L'inégalité de triangle (axiome c) se réduit icl à l'inégalité géométri- 
que connue: un côté d'un triangle ne dépasse pas la somme de deux 
autres. Un exemple plus général est considéré dans le numéro suivant. 

3.14.a. Considérons un espace euclldien n-dimensionnel E, (2.68). 
Rappelons que tout vecteur z=(l,, ..., En) de cet espace a sa 


LO 
longueur |z|=— > E, Définissons à présent la distance entre 
het 


deux éléments z—(%,, ..., En) et ÿ—=(Mr, <<. Nn) de Ex par la 
formule : 
piz.v)=iz—y|l=Ÿ À my. (1) 
Femt 


Les axiomes de la distance 3.11.a-b sont ici immédiats. Pour 
vérifier l'axiome 3.11.c, remplaçons dans l'inégalité 2.68 (5) x par 
Z—Yy, y par y—7z, donc z<+y par z—z; nous aurons 

piz,2)=|z—2i<|z—y|+ly—21=p(sz, y) +p(y, 2), 
ce qu'il nous fallait. Ainsi, l’espace E, muni de la distance (1), 
de même que toui sous-ensemble E © E, avec la même distance, est 
un espace métrique. 

b. Comment décrire les ensembles bornés dans l'espace n-dimen- 
sionnel À, ? Si un ensemble À € RÀ, est borné, alors les distances de 
tous les points x — (Ë:, ..-, £h) € À à un point quelconque de 
l'espace R,, par exemple, au vecteur nul, sont majorées par une 
constante fixe. Autrement dit, il existe une constante b telle que, 
pour tout x € À: 


lz|= 218 <b. 


Mais alors, pour tout k = 1, 2, ..., net pour xE€ A,ona 


c'est-à-dire que toute coordonnée des points x € À est bornée sur 

l’a xe réel. Réciproquement, si un ensemble À © À, est tel que toute 

coordonnée de 8es points est bornée sur l’axe réel, de sorte qu'il 

existe une constante b vérifiant l'inégalité (2) pour tout 4 = 1, .. 
.., nr et pour tout x € À, alors 


21= Sn<yDr-oVr 
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de sorte que l’ensemble À est borné dans l'espace RÀ,. Donc, un 
ensemble À © It, est borné sl, et seulernent si, l'ensemble des valeurs 
de toutes les coordonnées des points x € À est borné sur la droite numé- 
rique. 


3.15. Pour les espaces métriques en tant que structures mathé- 
matiques, on peut introduire, d'après 2.52, la définition d’isomor- 
phisme qui, dans ce cas, s'appelle isométrie. Deux espaces métriques 
sont dits isométriques si l'on peùt établir entre les éléments de ces 
espaces une correspondance biunivoque qui conserve les distances. 

Par exemple, deux segments égaux sur la droite numérique avec 
sa métrique naturelle sont isométriques, deux segments de longueurs 
différentes ne le sont pas. Toute figure du plan est isométrique à sa 
symétrique par rapport à une droite. Notons qu’une isométrie dans 
l'espace n-dimensionnel qui transforme la somme de deux vecteurs 
quelconques x et y en la somme de leurs images (isométrie linéaire) 
conserve aussi bien le produit scalaire, ce qui résulte de l'égalité 


(c+y, z +y)æ(z 2) + 2(x y) + (y, y). 
Voici deux exemples simples d’applications isométriques d’un 
espace euclidien #7-dimensionnel À, sur lui-même: 
a. La enr par rapport au plan zx, = 0: tout vecteur 


x = (E,, ..., En) est transformé en le vecteur zx’ = (E,, ... 
1: — En): 
b. La translation d'un vecteur f — (,, ..., B,): tout vecteur 
= (Ë,, ..., En) se transforme en le vecteur 


z+HPB—= (Er + hr -.. En + Bn): 


Notons que, pour f 4 0, cette application n'est pas un auto- 
morphisme de l'espace À, (2.67): elle ne conserve pas l’origine des 
coordonnées. 

c. En général, s'il existe une transformation isométrique d'un 
espace n-dimensionnel À, sur lui-même par laquelle un ensemble 
GC Ra devient l'ensemble F € R,. alors ces ensembles &G et F 
sont dits géométriquement égaux conformément à la terminologie 
de la géométrie élémentaire (bien que cela ne soit pas conforme 
à la définition même de l'égalité qui, en géométrie élémentaire, 
n'est formulée que pour les figures d'un type spécial). 


3.16. Métrisation du produit cartésien 
d'espaces métriques. Soient M, et M, deux espaces 
métriques: attribuons les indices 1 et 2 aux symboles désignant la 
métrique et les points des espaces respectifs. Soit M = M, x M: 
le produit cartésien des ensembles M, et M4 (2-82), c'est-à-dire 
l'ensemble de tous les couples x — (x,, x), 2, € Mr, z2 € M2. 
Définissons une métrique dans l'ensemble M suivant la règle: 
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Si z — (Ze Lo), Y = (Yis Y2), alors 
p(z y) = plz 22), (ya, y2)] = max (pi (a, gs, Pa (2 y2)}. (1) 


Vérifions les axiomes 3.11. a-c. Si x 4 y, alors x, 4 y1 OU Z2 £ yo, 
c'est-à-dire que pr (z1, Yi) >> O où P2 (za, Y2) > 0; dans les deux 
cas, par définition (1), on a aussi p (x. y) => 0. Et si x = y, alors 
Zi = Yis Ta = Ya d'OÙ Pa (tir Ya) = 0, Palze y2) = 0, donc 
px. y) = 0. L'axiome a est ainsi vérifié. Ensuite, p(y, x) = 
= mMAX(P: (Vie 21), Po (Yes Ze)} = max(p; (xs, ya, P2 (2 Y2)} = 
= px, y), de sorte que l'axiome b est vérifié. Enfin, soit z = 
= (2, 22) ; évaluons p (x, z) = max{p, (2%, z;), Ps (x2, 22)}. Soit, pour 
fixer les idées, p (x, 2) = P:1 (x, 2); on a alors 


P (za 2) = Pa (us 21) Pi Gu Ys) + Pr Yu 21) 
< P (zx, y) + p (y, 2), 

ce qui démontre l’axiome c. 

Notons que la métrique (1), pour toute coupe (x, z) avec un 
z € M) fixe (2.82), est identique à la métrique de l'espace M,, de 
sorte que toute coupe (x, z) est non seulement équipotente mais 
aussi isometrique à l’espace M,. De plus, la formule ({) n'est pas 
l'unique façon d'introduire une métrique dans le produit cartésien 


des espaces M, et M2. On aurait pu se servir d'autres formules, par 
exemple 


P(z, y) = Pa (ass Y1) + Pa (tas Y2) (2) 
ou bien 
P (x, y) — V p: (ze, Yi) + pi E Ya e (3) 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier les axiomes de la 
métrique dans les cas (2) et (3). 


$ 3.2. Ensombles ouverts 


3.21. Un ensemble Ü dans un espace métrique M s’appelle 
ensemble ouvert où domaine si tout point x, de l’ensemble U est son 
point intérieur, i. e. il existe une boule ouverte (dont le rayon peut 
dépendre de x,) centrée en x, et contenue dans U. 

Ainsi, une boule ouverte centrée en x, 


U = {z: px, x) <r} 


est un ensemble ouvert. En effet, soit x, € U, de sorte que p (x6, x1) = 
= 6 <r. Considérons une boule U, centrée en x, êt de rayon r, << 
<< r — 8; démontrons que U, est une partie de la boule U/. En effet, 
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pour tout x E U,, on a par l'inégalité de triangle 
p (x, 21) SP (@s 20) + P (Go, 21) To + 8 <F, 
co qu'il fallait démontrer. 


8.22. Théorème. Toute réunion d'une famille d'ensembles 
ouverts et l'intersection d’un nombre fini d'ensembles ouverts sont des 
ensembles ouverts. 


Démonstration. Le fait qu'une réunion d'ensembles 
ouverts est ouverte résulte de la définition même 4.21. Etudions le 
cas d'’intersection d'un nombre fini d’ensembles ouverts. Soit un 
point z, qui appartient aux ensembles ouverts U,, U:, ..., Un 
dont le premier contient une boule de rayon r;, (centrée en zi), le 
deuxième une boule de rayon r:, etc.; alors la boule de centre zo 
et de rayon min (74, F2, « : , Fm) est incluse dans chacun des en- 
sembles U,, Uzs, ..., Un et, par conséquent, dans leur interseclion. 

Le raisonnement n'est plus valable pour uno famille infinio 
d'ensembles ouverts, puisque le minimum (plus exactement, la 
borne inférieure) d'un ensemble infini de nombres positifs peut être 
nul. En effet, l'intersection d’une famille infinie des ensembles 
ouverts 


Ur = {z: p{z, 2) <+} (n= 1,2, :2::) 


contient seuls les points x pour lesquels p (x, xs) — 0, donc, d'après 
l'axiome 3.11.a, ne contient que le point x,: cette intersection n’est 
en général pas un ensemble ouvert. 


3.23. Tout intervalle (œ, fB) (borné ou non) de l'axe —co << x < 
<< est, évidemment, un ensemble ouvert. Une réunion finie nu 
dénombrable d'inlervalles (œ,, B,) (v = 1. 2, ...) est aussi un 
ensemble ouvert. Montrons que tout ensemble ouvert U de l'axe est 
une réunion finie ou dénombrable d’intervalles ouverts disjoints. 

Soit un point quelconque x € U. Par définition, le point x appar- 
tient à l'onsemble U avec une boule, c’est-à-dire avec un intervalle 
ouvert de l’axe contenant le point zx. Nous allons construire le plus 
grand intervalle ouvert contenant le point x et contenu entièrement 
dans l’ensemble U. 

Désignons par $ l’ensemble des points à droite de x et n'apperte- 
nant pas à U. Si S est vide, alors toute la demi-droilo (x, œ) est 
incluse dans U. Si l’ensemble S n’est pas vide, il existe bien sa borne 
inférieure £. Ce point Ë n'appartient évidemment pas à U, parce 
que tout point de l'ensemble U a un voisinage faisant partie de U 
et ne contenant donc aucun point do l’ensemble $ tandis que le point 
E en tant que borne inférieure de l’ensemble S contient des points 
de $ dans tout son voisinage. En particulier, x. Il est aussi 
évident que tout l'intervalle (x, E) est inclus dans U. 
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Faisons une construction analogue à gauche du point x; nous 
aboutirons à un intervalle (1, x) contenu dans U dont l'extrémité 
gauche n'appartient pas à U (ou bien cet intervalle est toute la 
demi-droite (—c, x)). 

Donc, nous avons construit, à partir d’un point donné x€ U, 
un intervalle (n, €) appartenant à l’ensemble U, dont chaque extrt- 
mité qui n’est pas à l'infini n'appartient pas à U. De tels intervalles 
sont appelés intervalles composants de l'ensemble ouvert U. 

Si deux intervalles composants (n,, E1) et (n2, E2) ont un point 
commun z,. ils se confondent; en effet, par exemple, l'inégalité 
£y << E2 est impossible puisque le point £, qui doit appartenir 
à l'ensemble U en tant que point intérieur de l'intervalle (x,, E2) 
ne Le Peut pas en tant qu'extrémité de l'intervalle (xs, Ë:). Pour 
cette raison, tout l'ensemble ÜU est La réunion de ses intervalles 
composants disjoints deux à deux. Une telle réunion ne peut être 
plus que dénombrable, car, dans tout intervalle composant, on peut 
choisir un point rationnel (1.75), or l'ensemble de tous les points 
rationnels est dénombrable (2.34). Notre proposition est définitive- 
ment démontrée. 


$ 3.3. Suites convergentes el homéomorphlsame 


8.31. Suites convergentes. Soit une suite {r,} — 
={z,, ..., x). . ..} de points d’un espace métrique M. Nous 
dirons que cette suite converge vers un point x € M (et notons-le 
Zn — zx) lorsque, pour tout € => 0, on peut indiquer un W naturel 
tel que, pour tout nr = N, on a l'inégalité 


p (x, Zn) << €: 


Autrement dit, la suite x, converge vers x si tous les points de 
cette suite, à partir d'un point quelconque, appartiennent à toute 
boule centrée en zx (il ne reste donc à l'extérieur do la boule qu'un 
nombre fini des points de la suite). 

Le point x est alors appelé limite de la suite r,, ce qu’on désigne 
par le symbole 

z = {lim zx,. 
A6 

Le symbole x, —+x se lit « x, converge vers x» ou, d'une façon 
plus détaillée, « la sulte x, converge vers x pour n —+ o sur la métri- 
que p ». Si, pour une suite donnée x,, il n’existo aucun point x pour 
lequel la relation x, —zx soit valable, [a suite x, est dite divergente. 


3.32. Exemples. 
a. Si M est la droite numérique, M = À, avec la métrique 3.13.a, 


p (x, y) =lz-7yl|, 
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alors lo définition 3.31 prend la forme suivante : une suite de nombres 
réels Zi, Z2, . . . Converge vers un nombre r si, pour tout e => O, 
on peut indiquer un tel que, pour 1out n > W, on a l'inégalité 


Iz—z, 1<e. 


Ainsi, la suite des points zx, — _ (nr = 1, 2, ...) sur la droite 
(avec sa métrique 3.13.a) converge vers le point zx — 0; en effet, 
choistssons, pour un e > O0 donné, un nombre naturel WN > 2; 


pour tout n > N, nous avons 0 < zx, — _ £LY< e, de sorte que 


les points rospectifs x, appartiennent à la boule de rayon e et de 
centre x «= O, 


b. Montrons que les relations x = dim x,, y = lim y,, dans 
n— 0 +20 
tn espace métrique M, impliquent la relation p (x, y) = lim p(x,,yn) 


1 
sur la droite numérique (cette propriété est parfois nppelée « conti- 
nuité de la distance »). 


Pour un e >> 0 donné, choisissons un numéro # tel que, pour 
n> N, on ait les inégalités 
pi m)<+, P(y W)<T; 


alors, d'après l'inégalité de quadrilatère 3.11 (1), on a pour les 
mêmes nr > N': 


| p (z, y) — p (Zn Yn) 1 <p (x, z,) + p (y, Yn) < 2) 
ce qu'il fallait démontrer. 


c. Bien que la théorie générale des limites soit exposée dans le 
chapitre 4, nous avons d'ores et déjà besoin de certaines propriétés 
simples des suites numériques convergentes. Montronsg ayant tout 
que, pour deux suites numériques z,, y,, Les relations 


z=limx, y=limy, m<y nm = 1,2...) 
no LL nd "2 
impliquent l'inégalité 
ZE y. 


En effet, supposons que z >> y, et soit e = x — y >> 0. Trouvons 
un numéro À tel que, pour n = N, on ait Ics Inégalités 


[En —z| <+ fyn—yl< +. 
Alors 


Enr (y+e)—+ > (un +) +e— = 
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en contradiction avec la supposition faite. La proposition est donc 
démontrée. 


d. Prouvons que, pour deux suites numériques z,, y,, les relations 
z=limz,, y = lin y 
nn 00 Len à md 


impliquent 
z + y = Im (zx + y). 


Trouvons, pour un & >> 0 donné, un numéro 4 de façon que, pour 
n>41V, on ait les inégalites 


[r—anf<+, 1y—mmi< +. 
Alors, pour les mêmes r > N, on a l'inégalité 
Le +) — (n +ynl=lG@ — 2) +Gy—-m)l< 
<SIr—-mi+ [y — Ya [<< e, 
ce qu'il nous fallait. 
e. Pour trols suites numériques z,, yn, Zn, les relations 
z= limz,, y = limy,, z= lim2z,, 


no A1» © næ 


2 un Sin m=1,2,... 
ont pour conséquence l'inégalité 
Z+y<1,; 


ce fait résulte immédiatement de c et d. 
f, Soit M un espace réel m-dimensionnel muni de la métrique 
3.14 (1): si z Es, . .., Em)s Y = (a, - +, Nm), alors 


p (z, y) — L 2 (En — 14). 


Démontrons que la convergence d'une suite de vecteurs zx, — 
= (Es, . . …, Enm) vers un vecteur x = (E,, -.., Em) équivaut à la 


convergence de m suiles numériques: 
Ens > ss - +1 nm —+ Ême (1) 


En effet, supposons remplies Les relations (1). Pour un & > 0 
donné, on peut trouver un numéro À tel que, pour tout n > N, 
toutes les inégalités 


ee = |; — _- 
(En: El< Vn A En| < Vn 


solent remplies, de sorte que 


E 
max|Ens— El < Va . 
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Pour Les mêmes n => N, en vertu de la deuxième inégalité 2.68 
(7), nous avons 


pten 2) = À En < V7 mexfEm— bi <e, 


de sorte que z, zx sur la métrique de l’espace Rh. 

Rôciproquement, soit z, zx sur la métrique de l’espace R. 
Pour un & > O0 donné, trouvons un numéro N tel que, pour tout 
n > NV, on ait l'inégalité 


p (fn, x) = VS (Enr — En) << e. 
Dans ce cas, en vertu de la première inégalité 2.68 (7), on &: 
max | Enn — En IS P (Zn z) Le, 


de sorte que toute suile Ë,, converge vers Le nombre Ey (k = 1, 
-., M), ce que nous cherchions. 


3.33.a. Vérifions que si une sulle x, est convergente, elle ne 
converge que vers un seul élément de l'espace M. Soit x, —zx et de 
même z, —+y. Alors trouvons, pour un e => O0 donné, un numéro W 
à partir duquel les deux inégalités 


pa, m)<e, pG, 2) <e, 
sont satisfaites, d'où, selon l'inégalité de triangle, 


0 (z, y) < p (x, Zn) + p (ra y) << 2e. 


Puisque e >> 0 est arbitrairement petit, on a p (x, y) — 0 d’après 
1.57, d'où z = y en vertu de l’axiome 3.11.b, ce qu'il fallait dé- 
montrer. 

b. Montrons que si une Suile x,, zx, . . . est convergente, alors 
elle est bornée dans l'espace M ; autrement dit, les nombres p (x,, b), 
b étant un élément quelconque de l’espace M, forment sur la droite 
numérique un ensemble borné (cf. 3.12.a). 

En effet, soit p = LE Zh; pour un e > 0, par exemple pour 


e — 1, trouvons un nombre N tel que, pour " > N, 00 ait l'inégalité 
p (z,, p) < e = 1. Soit ensuite D — maxfp (x:, p}, ..., p(#, p)}- 
Alors nous avons p (r,, p) < max{1, D} pour tout r = 1 
ce qui démontre que mn suile Zy, Zo, - . . est bornée. 


L un © °+ 


8.34. Homéomorphisme d'espaces métri- 
ques. Dans bien des problèmes de l'analyse, c'est non pas la forme 
explicite de la métrique d’un espace qui importe mais seulement 
un moyen de reconnaître si Lelle ou telle suite est convergente ou non 
sur la métrique donnée. Ceci dit, introduisons la définition suivante : 
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a. Deux espaces métriques M” et M" sont dits koméomorphes 
si l’on peut établir une correspondance biunivoque entre leurs points 
d'une telle façon qu'une convergence x’, zx’ dans M” implique la 
convergence des points correspondants x, —>z" dans M”, et récipro- 
quement, une convergence x, —+zx" dans #” implique la convergence 
des points correspondants x, zx’ dans M. 

Une correspondance blunivoque décrite s'appelle honéomorphisme. 

b. Le théorème suivant fournit un critère pour qu'une corres- 
pondance biunivoque entre les points do deux espaces métriques soit 
un hoinéomorphisme. 


Théorème. Soit — une application bijective d'un espace 
métrique M' avec p’ (x’, y’) pour métrique sur un espace métrique M" 
avec p” (z", y”) pour métrique. L'application — est un homéomorphisme 
si, et seulement si, pour tout x° € M" et pour tout e => 0, fl existe 
un e” >> Ô tel que l'application inverse par rapport à — transforme la 
boule {y CM”: p"(x”, y”) <e”} dans la boule {y EM’: p'(z', y} < 
<< e’}, et réciproquement, pour tout e” => O, il existe un e'’ => 0 tel 
que l'application = transforme la boule {y € M': p'(x', y) <e’} 


dans la boule 
{y EM": px", y9 < e”). 


Démonstration. Supposons que l'application bijective 
— soit un homéomorphisme de sorte que, pour toute suite x, +2", 
nous avons zx —+z" et réciproquemont. Fixons le point x’ € M” 
et ie nombre e’ => 0. Si le nombre e” mentionné dans l'énoncé du 
théorème n'existe pas, alors, pour tout n = 1, 2, ..., la boule 
{y" E M": p°"(x”, y”) < 1/n} est transformée par l'application inver- 
Se par rapport à — en l'ensemble contenant des points à l'extérieur 
de la boule {y € M': p’(zx', y) Ee’}. En particulier, pour tout 
n—=1,2,..., on peut trouver un point y € M” pour lequel 
p" (x", y:) <+  P' (x, ÿn) > €’. Ainsi, yn —zx”, Or yn ne converge 
pas vers +’, Ce qui contredit la supposition. Donc, en partant d’un 
e >> O0 donné on peut trouver &” mentionné dans l'énoncé si l’appli- 
cation — est un homéomorphisme. En pormutant M° et M’ dans 
le raisonnement précédent on peut trouver e’ d'après un e” > O0 donné. 

Réciproquemont, supposons que l’on puisse trouver un e” pour 
tout x’ € M'et tout €’ ‘> 0. Montrons que zh —+ x” implique zx zx". 
Choisissons un €” => 0 quelconque, trouvons un e” correspondant 
et un numéro # tel que, pour nr > N, l'inégalité p” (z%, z") < e” 
goit satisfaite. En appliquant — et compte tenu de la supposition, 
nous obteuons p’ (x, zx’) << e’. Ajinsi, zh 2’. En permutant M” 
et M’ on obtient que x, —>z" implique x; — x”. Le théorème est 
démontré. 

oc. On peut doter un onsemble Æ de métriques différentes en le 
transformant en de differents espaces métriques. Deux métriques 
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p° (x, y) et p" (x, y) sur un même espace E sont dites koméomorphes 
si l’applicatlon identique x — x est un homéomorphisme des espaces 
métriques respectifs 4° et M”. 

d. En appliquant le critère b à la situation décrite dans c on 
obtient le théorème suivant : 

Théorème. Deux métriques p” et p“ données sur un même 
ensemble E sont homéomorpkhes si, et seulement si, pour tout x EE et 
tout e° >> 0 il extste un e” tel que la boule {y: p” (x, y) << e“} est 
incluse dans la boule {y: p’ (x, y) < e’}, et réciproquement, pour 
tout e" >> 0, il existe un e° tel que la boule {y: p’ (x, y) <e'} est 
incluse dans la boule {y: p°" (x, y) < e“}. 

e. Considérons à titre d'exemple trois métriques sur le produit 
cartésien M des espaces métriques M, et M: (3.16): 


p( (z, y) = max{p, (1, y), Pe (za yr}}; 
p{n) (x, y) = p! (xs y) + P2 (22, Ya) ; 
PO (x, y = Vi (w y) + pà (2 yr)- 
Elles sont toutes homéomorphes sur M. Ceci découle des inégalités 
max{a, b} & Va FE <a + b L2 max(a, b} (1) 
valables quels que soient les nombres non négatifs a et b. Plus en 
detail: soit, par exemple, a < b; alors 
max{a.b}=be Vis Var + bi< Va + 2ab + bi = 
= a + b L2b = 2 max{a, b}, 
d'où (1). 
3.35. Nous introduirons plus bas une métrique sur l'axe numéri- 


que achevé AR (1.91), cette métrique étant homéomorphe sur l'en- 
semble —o0 << x << 0 à la métrique ordinaire 3,13.a. À cette fin, 
considérons d'abord une fonction spéciale. 

a. Soit la fonction de la variable zx, —œ << r << æw: 


1 (x) TT (1) 
Complétons sa définition par Îles conditions 


1(—o0) = 1, f (+o) = +1, 


de sorte que la fonction f (x) devienne définie sur la droite achevée À. 
Le graphique de la fonction f (rx) est représenté fig. 3.1. Dans b, 
c et d, nous déduirons quelques inégalités concernant cette fonction 
dont nous aurons besoin. 

b. Il est évident que f (rx) >> 0 pour x > 0 et f(x) < 0 pour 
zx << 0, tandis que f (0) = 0. Ensuite, pour tout x fini, nous avons 
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f(—z) = —f(@) et 


__ }z] z|+1 _ 
PONS <a @) 
c. Montrons que, quels que soient zx et y de R: 
fa —f WDIS<SIz-yl. (3) 
Pour x > 0, y > 0, nous avons 
= 271 _ 
17) en let: 


De même, pour x < 0, y < 0: 


Z—} 


HOBSICIES == | < [z—y|. 


Pour z <0, y>0, on a: 
HEURE 


Iz] 


Hill de re <Izl+y=—-2z+y=|z-y|; 
enfin, pour x > 0, y < 0, d'après ce qui précède: 
fG) —fWDl=1 D —-1GI<iy—-zl=1z-y|, 


ce qu'il fallait démontrer. 


2 


Gun um mets fut audits eue dm Qu 


Flg. 3.1. 


d. Supposons que, pour certains zx et y et pour 0 << 6 << 1, on ait 
If I<1—8, 1f(y 1 <1—6. 
Alors 
L 
—vl< if fl. (4) 

Pour démontrer, résolvons d'abord (1) par rapport à x. Pour x > 0 
lorsque | z | = x, nous avons 

fG)_, 
1— f(x) ? 
pour zx < 0, lorsque | x | = —z, nous avons 


f@) 
1+7(2) 


TI = 


=! 
= 
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Ainsi, pour z >0, y >0 
-|_1@ [@) | 
D 1 D Dre 2 EE ET: 
= #(2)— { (| :.S _ 
H-/ain-/@i sr Nf(z)—1(y)|. 


Si z<0, y O0, alors —-r >0, —y > 0, et d'après ce qui 
précède : 


rue —v—(—21<- if (—n —f(—2)|= 


{ 
= fe) —1 (y)|. 
SI z<0, y>0, alors 


(æ f 
lz—yl=1zl+y= ee + Er < 


<(l1+/ = 11) — 1): 
si z2>0, y<0, alors d'après ce qui précède : 
le—vl=ly-2l< 5 lf ot (= 1 (Di, 


ce qu'il nous fallait. 
e. Considérons maintenant, sur la droite numérique achevée 
R (1.91), la fonction numérique r (x, y) d'un couple de points x, y: 


ra y) = 11 — (y |. (5) 


Ici f (x) est la fonction introduite dans a. 


Théorème. La fonction r (x, y) (5) est une métrique sur R: 
sur l'ensemble R des points finis —oo << x << 0, elle est homéomorphe 
à la métrique usuelle 


pp =iz—-7yl. (6) 


L'interprétalion géométrique de la métrique r (x, y) est évidente 
d'après la fig. 3.1. Notamment, on prend pour nouvelle distance 
r (x, y) entre les points x et y de l’axe horizontel la longueur du 
segment correspondant |[f (x), f (y}l de l'axe vertical. 


Démonstration du théorème. Vérifions les axio- 
mes 3.11.a-c. Il résulte directement de la définition (5) que l'axiome b 
(celui de symétrie) est satisfait. Pour l'axiome a (r (x, y) — 0 pour 
z = y et positif pour x 4 y), cela découle aussi de la définition 
et de l'inégalité (3). L'axiome c (de triangle) est satisfait d'après 
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l'inégalité 


ra =1fD —-fDI1<1fQ—-f/WI+1/W-/1Q1—- 
=r(z, y) +r(y, 2). 
Prouvons que les métriques r (x, y) et p (x, y) sont homéomorphes 
sur l'ensemble À des points finis. 
Soit x, —zx sur la métrique (6). Pour un e >> 0 donné, trouvons 
un numéro # tel que, pour nr => NW, l'inégalité | x, — x | << e soit 
satisfaite. Alors, d'après l'inégalité (3) pour les mêmesn>N,ona 


rt &) = 1 Gr) —f | [Th —Zz|< Es 
de sorte que z, — x sur la métrique (5) aussi. 
Soit maintenant x, —+ x sur la métrique (5). Nous avons | f (x) | < 
< 1; posons | f (x) | = 1 — 26, 0 << 6 < 7 - Pour un e => 0 donné, 


ST 


trouvons un numéro # de façon à avoir, pour n > N': 
rs, 2) = |f(x,) — f (x) | << min (e, 6)-6?. 

Alors, pour les mêmes r > N': 

If) I<t/@ + min(e, 6)-6 < | f(x) | + ô = 1 — 6; 
donc, étant donné que {f (x) | = 1 — 26 << 1 — 6, on peut appli- 
quer l'inégalité (4): 

pen, 2)=|rn—2l< | /(en)— f(x) 1<min(e, <e. 


Donc x, zx sur la métrique (6) aussi. Le théorème est démontré. 
f. Décrivons dans l’espace RÀ muni de la métrique (5) la boule 
d'un rayon c >> O0 centrée en . Par définition, elle est l'ensemble 


des z€ À qui vérifient l'inégalité 


HO OI dr <e. (7) 
Bornons-nous au cas le plus important où c est petit, c 1. Alors, 
comme les valeurs de f (x) sont négatives pour x << 0 et que f (oc) — 


— f (x) > 1, l'inégalité (7) ne peut être vérifiée que pour les valeurs 
z >0ot (7) prend la forme 


z 1 
RE <s 
7 à 4 


Définitivement, La boule en question {x: r (x, ow) <c} est l’inter- 
valle Li < z & ©. D'une façon analogue, la boule de rayon 
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c<Â centrée en —æ est l'intervalle —00 x & — L+ 4. 


En particulier, la suite des points 1, 2, 3, . . . dans l’espace R 
appartient, à partir d’un certain numéro, à toute boule de centre oc, 
de sorte que nous avons dans l'espace R 


lim n = , 
tandis que, dans l'espace R, ladite suite n'a, évidemment, aucune 
limite. 

g [lest à signaler que l’espace R doté de la métrique (5) est iso- 
métrique à l'intervalle {—1, 1] avec sa métrique usuelle. La corres- 
pondance À — 1—1, 1] se réalise suivant la règle x — f (x); elle 
est biunivoque par construction, la distance entre deux points 
z, y ER pour la métrique (5) étant égale à la distance usuelle entre 
les points correspondants f (x) et j (y). : 

Une fois les extrémités enlevées (—o et pour l’espace R 
et —1, +1 pour l'intervalle fermé |—1, 1]), on obtient l'isométrie 
de l'axe réel R doté de la métrique (5) et de l'intervalle ouvert 
(—1, 1) avec sa métrique usuelles. En appliquant e on voit que 
l'espace métrique R avec sa métrique usuelle est homéomorphe à l'inter- 
valle ouvert (—1, 1), le fait qui peut, d’ailleurs, être vérifié directe- 
ment. 


$ 3.4. Valeurs d'adhérence et points d’accumulation 


8.41. Soit toujours une suite {r,} de points d'un espace métri- 
que M. Nous dirons qu'un point y € M est valeur d'adhérence de Ia 
suite {z,} si, pour tout e = 0 et tout W naturel, on peut trouver un 
numéro nr > NV pour lequel 


p (y, zn) < €. 


Autrement dit, un point y est une valeur d'adhérence d'une suite 
zh 8i toute boule centrée en y contient des points de la suite ayant 
les numéros aussi grands que l'on veut, mais pas nécessairement tous, 
contrairement au cas d'une suite con vergente. Une suite convergente 
z, zx a le point x et seulement lui pour une valeur d’adhérence 
(la démonstration est analogue à celle de 3.33.a). Une suite di vergen- 
te peut ne Pas avoir de valeurs d'adhérence ou bien en avoir une 


quantité arbitraire. Ainsi, la suite des points x, = (—1)" (1 ++) 


sur la droite numérique (munie de sa métrique usuelle) a deux valeurs 
d'adhérence —1 et +1 (et ne converge vers aucune d'elles) ; la suite 


n S 
z, = nt"? possède une seule valeur d'adhérence y = 0 et ne conver- 
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ge pas vers elle; et si l'on range tous les points rationnels sur la 
droile en une suite (2.34), alors tout point do la droite sera une 
valeur d'adhérence de cette suite. 


3.42. Si une suite z,, ..., z,, . .. a une valeur d'adhérence y, 
on Peut extraire de la suite zx, une sous-suite convergente vers y. 
A savoir, si y est une valeur d'adhérence de la suite z,, alors, pour 
tout m, il existe dans la suite z, un point z,, (ñm > Rm-1) pour 


lequel p (y, Tn mn) <—; la sous-suite composée des points Zn,» Zn 


con verge, évidemment, vers le point y. Réciproquement, si une suito . 
z, admet une sous-suite x, (m = 1, 2, . ..) convergente vers un 


point y € M, alors ce point y est hien une valeur d'adhérence de touto 
la suite x,. Nous aboutissons ainsi à la deuxième définition d’une 
valeur d'adhérence : ur point y est une valeur d'adhérence d'une suite 
zh Si la suite x, possède une sous-Suile qui converge vers Le point y. 


3.43. La deuxième définition d'une valeur d’adhérence n'est 
basée que sur la notion de suite convergente. Vu qu'un homéomor- 
phisme d'un espace métrique 4 dans un espace métrique M° con- 
serve la convergence d'une suite, nous arrivons à la conclusion sui- 
vente: si un point y € M est une valeur d'adhérence d'une suite x, € M 
et un espace M" est homéomorphe à l'espace M, alors le point y’ € M 
qui correspond au point y € M par l'homéomorphisme en question est 
une valeur d'adhérence pour la Suite des points correspondants x} € M. 

En particulior, lorsqu'on introduit, sur un même ensemble M, 
deux métriques différentes mais homéomorphes p et p” et qu'un point 
y € M est une valeur d'adhérence d’une suite x, sur la métrique p, 
alors il est une valeur d'adhérence de la suite z, aussi bien sur la 
métrique p'- 

3.44.a. Soit À un sous-ensemble d’un espace métrique M. 
On dit qu'un point y € M est un potnt d'accumulation de l'ensemble A 
si tout voisinage V, (y) — {x: p (x, y) <r} du point y contient 
un point x € À autre que y. 

Les propositions 3.42 et 3.43 concernant les valeurs d’adherence 
restent valables pour les points d'accumulation., Si y est un point 
d'accumulation d'un ensemble À < M, alors on peut former (de 
même qu'en 3.42) une suite de points distincts de l'ensemble À qui 
converge vers y; réciproquement, si l’on peut choisir une suite de 
points distincts de l’ensemble À qui converge vers un point y € M, 
alors ce point y est un point d’accumulation pour l'ensemble À. 
IT en résulte la conservation des points d’accumulation de l'ensemble 


se tout homéomorphisme de l'espace métrique A (en vertu do 
3.43). 


b. Exemple. Soit À un ensemble majoré (minoré) sur l’axe 
réel et supposons que E = sup À (n—inf À) n’appartienne pas à 
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l’ensemble À; montrons que Ë(n) esf un point d'accumulation 
de l'ensemble À. 

Faisons la démonstration pour le point E= sup À. Selon !a défi- 
nition même de la borne supérieure, pour tout nr — 1, 2, ...,il 


existe un point x, € À tel que E — L< z  E. Puisque E € À par 


hypothèse, on a x, « E. Le nombre E est donc un point d’accumula- 
tion de l'ensemble À, ce qu'il fallait démontrer. 


3.45. Il serait bien d’avoir des propositions générales permettant 
de juger de l'existence de points d'accumulation pour une classe 
assez vaste d’ensembles. Le théorème suivant est une proposition 
de ce genre: 


Théorèmede Bolzano-Weierstrass. Tout en- 
semble infini de points du segment la, bl R a au moins un potnt 
d'accumulation. 


Démonstration. Si un ensemble infini £ fait partie d’un 


intervalle [e, d}, alors l'une au moins des moitiés [e, +] si 


[S, ] de l'intervalle [c, dl contient un sous-ensemble infini 


de l'ensemble £. Cette considération élémentaire nous permet de 
construire, à partir de l'intervalle la, b} = A,, sur lequel un ensen- 
ble infini de points À est donné, une suite des intervalles fermés 
emhoiïtés À, = A; DD..., où chaque intervalle suivant est la 
moitié du précédent et contient un sous-ensemble infini de l'ensemble 
A. D'après le principe de Cantor 1.81, ces intervalles ont un point 
commun z,; montrons qu'il est un point d'accumulation de l'en- 
semble À. Choisissons un Intervalle Ÿ de longueur ô > 0 et soit x, 
son milieu. Soit un » tel que la longueur de l'intervalle A, est infé- 


rieure à è + cet intervalle est inclus dans V tout en contenant le 
point rs Avec l'intervalle A,, l'intervalle V snferme une infiilé 


de points de l'ensemble À ; donc x, est un point d’accumulation de 
l'ensemble À, ce qu'il fallait démontrer. 


3.46. Une proposition analogue est valable pour les suites: 


Théorème (théorème de Bolzano-Weierstrass pour les sui- 
tes). Toute suite de points d'un intervalle [a, b] possède au moins une 
valeur d'adhérence. 

La démonstration répète celle de 3.45, compte tenu du fait que 
les points d'une suite peuvent se répéter. 


3.47. Sur touto la droite numérique R, il y a des ensembles 
infinis sans points d’accumulation (par exomple 1, 2, 8. ...). 
Mais sur la droite achevée À métrisée suivant la règle 3.35.e, tout 
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ensemble infini possède toujours ux point d'accumulalion; coci 
résulte du fait que R est isométrique à l'intervalle [—1, 1] avec 
sa métrique usuelle (3.35.g) et que la propriété d'un point d'être 
point d'accumulation est conservée par une application isométrique 
(et même par un homéomorphisme, ce qu'on a vu dans 3.43). 


3.48. La proposition suivante fournit uno condition suffisante 
d'absence de valeurs d adhérence : 

Une suile x, z2, . . . pour laquelle toutes les distances p (zm, zx) 
sont minorées par une constante positive C, de sorte que p (ïm, ?n) > 
>C, n'a aucune valeur d'adhérence. 

En effet, soit y une valeur d'adhérence de la suite z,; il existe 
donc, dans cette suite, des points zx, et z,, mn, tels que 


p (y 2m) <F: p (y, 2m) <T, d'où 
P (mi Zn) & P (Em) 9) + p Y, zr) <C, 


en contradiction avec la supposition. 


$ 3.5. Ensembles fermés 


8.51. Définition. Un ensemble Ff CM est dit fermé 
g'il contient tous ses points d'accumulation. 


Exemples. a. Un intervalle a & x < b est fermé sur la 
droite numérique et l'intervalle a x << b n'est pas fermé, son 
point d’accumulation b ne lui appartenant pas. 

b. Dans tout espace métrique, chaque boule 


U = {z: p (x, Zo) «r} 
est un onsemble {fermé (c'est pour cette raison qu'elle est appelée 
boule fermée). 


En effet, soit x, un point quelconque n’appartenant pas à la 
boule U, de sorte que p (xo, x1) = r1> r. La boule de centre z, 


et de rayon + (ri — r) ne contient aucun point de la boule U : s'il 
y en avait un, alors, après l'avoir désigné par z, on aurait 


P (Zor T1) LP (To 2) + P (2 2 <r+e(n—r)= (nt) <r 


en contradiction avec l'égalité p (xo, xs) = rs. Donc, le point zx, 
ne peut être un point d'accumulation de l'ensemble U. 


3.52. Les ensembles fermés dans un espace métrique M sont 
liés d’une façon étroite aux ensembles ouverts de cet espace. Notam- 
nent, le théorème suivant a lieu: 
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Théorème. Dans un espace métrique M, le complémentaire U 
d'un ensemble fermé F est toujours ouvert. Le complémentaire F d'un 
ensemble ouvert U est toujours fermé. 


Démonstration. Soient # un ensemble fermé et U son 
complémentaire; montrons que Ü est ouvert. Considérons son point 
quelconque x, € VU: il faut montrer qu'il existe une houle définie 
par l'inégalité 


pr, zd <7r 


eu incluse dans l'ensemble U. 

Raigonnons par l'absurde. Supposons que toute boule centrée 
en x, contienne des points de l'ensemble F. Alors, d'après la défini- 
tion d'un point d'accumulation, le point x, est un point d’accumula- 
tion de l’ensemble F. Puisque F est fermé, nous avons x, € F, ce qui 
contredit la supposition x, € U. Donc UÙ est ouvert. 

Passons à la deuxième partie du théorèrne. Soit U un ensemble 
ouvert et # son complémentaire; montrons que F est fermé. Tout 
point x; appartenant à U y est contenu avec une boule et ne peut donc 
être un point d’accumulation de l’ensemble #. Ainsi, les points 
d’accumulation de l’ensemble # ne peuvent être contenus que dans F 
lui-même, donc # est formé. Le théorème est démontré. 


3.53.a. En nous rappelant 3.23 nous obtenons une description 
générale de tous les ensembles fermés sur la droite — << x << ©: 
tout ensemble fermé de la droite s'obtient en enlevant de la droite une 
famille finie ou dénombrable d'intervalles ouverts disjoints deux à deux. 
Les intervalles enlevés qui composent le complémentaire ouvert 
sont appelés intervalles contigus à l'ensemble fermé donné. 

b. Un ensemble fermé À qui est majoré (minoré) contient toujours 
sa borne supérieure (inférieure); sinon cette borne serait un point 
d'accumulation de À (3.44.b), donc l'ensemble se trouverait non 
fermé. 


3,54. Vu les propriétés connues des ensembles ouverts dane un: 
espace métrique (3.22) et La relation entre les ensembles ouverts 
et fermés que l’on vient de discuter, nous pouvons affirmer que la 
réunion d’un nombre fini d'ensembles fermés ainsi que l'intersection 
d'une famille quelconque d'ensembles fermés sont des ensembles fermés. 

En effet, soient F, des ensembles fermés, v parcourant un ensem- 
ble d'indices, et U, Les ensembles ouverts complémentaires corres- 
pondants. D'après la formule 2.12 (1), nous avons 


CIF, = DCF, = DU, 


L'ensemble >, U, est ouvert, donc son complémentaire [[Fv est fermé. 
v « 
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Si v parcourt un ensemble fini d'indices, alors [[U, est ouvert 
v 
d'après 3.22; étant donné 2.12 (2), nous avons 


CD F, =[]CF, = [[U,: 
v v v 


par conséquent, > F, est fermé, ce qu'il fallait démontrer. 


$ 3.6. Ensembles partout denses. Fermetures 


3.61. Ensembles partout denses. On dit qu'un 
ensoinble À dans un espace métrique M est partout dense par rapport 
à un ensemble B & M si tout point z € B ou bien appartient lui-même 
à À, ou bien en ost un point d'accumulation. Eu d'autres termes, 
A est partout dense par rapport à B sl toute houle centrée en un point 
z€ B contient un point y € À. 

Si de plus À CB, on dit que À est partout dense dans B. Ainsi, 
l'ensemble des points rationnels est partout dense sur la droite numé- 
rique —00 << z << w, l'ensemble des points (ri, . . ., r,) de coor- 


données rationnelles est partout dense dans l’espace euclidien n-di- 
meunsionnel. 


3.62. La propriété d'être « partout dense » est transilive au 
sens suivant : si un ensemble À est partout dense par rapport à un 
ensemble B, et l'ensemble B est, à son tour, partout dense par rap- 
port à un ensemble €, alors À est partout dense par rapport à C 
aussi. En effet, pour un € => O0 donné et pour un point donné z€C, 


on peut trouver un point y € B tel que p (y, z) < +: ensuite, on 


peut trouver un point x € À tel que p (x, y) < T: définitivement, 


pour tout e = 0, on peut trouver en partant d'un point donné z € C 


un point x € À tel que p (x, z) <p (x, y) + p (y, z) < e. Ceci veut 
dire que À est partout dense par rapport à C 


3.63. Fermeture. Soit À un ensemble dans un espace 
métrique M. L'ensemble des points de À et de tous ses points d'accu- 
mulation s'appelle fermeture de l'ensemble À et se note À. Si À est 
un ensemble fermé, c'est-à-dire que À contient tous ses points d'accu- 
mulation, alors À — À. En général, À = À. Si À — À, cela veut 
dire que tous les points d’accumulation de l'ensemble À appartien- 
nent à À el que, par conséquent, À est fermé. Donc, les affirmations 
« À est fermé» et « À — À » sont équivalentes. Si A CA, alors, 
puisque on a toujours À = À, il vient À := À, de sorte quo À est 
fermé. 
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3.64. Montrons que la fermeture de tout ensemble À est un en- 
semble fermé. Remarquons d'ahord que, par définition. tout ensemble 
est partout dense dans sn fermeture. En particulier. À est partout 


denso dans À, À est partout dense dans sa fermeture A.llen résulte, 
vu la transitivité de la propriété, que À est partout dense dans À, 


c'est-à-dire que tout point de l'ensemble À est ou hien un point 
de l’ensemble À ou bien un de ses points d'accumulation. Par suite, 


À À, donc À est feriné. 

Ainsi, la fermeture de l'ensemble des points rationnels do l'axe 
— 00 << x << © se confond avec tout l'axe. 

3.65. Montrons que la fermeture À d'un ensemble borné À est un 


ensemble borné et que diam À = diam A. 
Ï1 suit de À & À que diam À < diam À. Ensuite, étant donnés 
deux points quelconques x et y de l'ensemble À et un e >> 0, choi- 


sissons des points x € À, y € À tels que p (zx, x) << _ p (y. y) < 
< _ . Alors 


p(z, y) <pz, z)+0(z, y)+p(y, D <F+diamA+T, 
d'où ! _ 
diam À = supp {z, y) < e + diam À 
et, e > 0 étant arbitraire: 
diam À & diam À, 
Compte tenu de ce qui précède, nous avons bien diam À = diam À 


3.66. Soient F un ensemble fermé et G = F un domaine dans 
un espace métrique M. Montrons qu'il existe un domaine H = F 
conienu dans le domaine G avec sa fermeture et tel que 


FcHcHecG. 


A cette fin, désignons par d (x) la distance d’un point z € G à l'exté- 
rieur du domaine G, c'est-à-dire 


dx) — inf piz, y). 
,EM-G 
Pour tout x € G, la quantité d (x) est positive car le point z appar- 


tient au domaine @ avec son voisinage. Définissons l’ensemble 
comme réunion de toutes les boules ouvertes de centres x € F et 


de rayons + d'(x). Il est évident que F € H; d'après 3.22, H est 


un domaine. Montrons que la fermeture À de l'ensemble H est conte- 
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nue dans le domaine G. Supposons le contraire: il existe un point 
y € H N (M — G). Trouvons une suite z, € H, 2, —y et une suite 
Zn € F avec p (r,, z,) < . d(x,). Nous avons: 


d(En) € p (ns V) LP (ns 2n) + P (an, Y) LB d (Zn) + p(zn, V). 
Il en résulte 
d'(as) < 2p (zn, Y)s P (ns y)  2P (zx. y), 
de sorte que y = limr, € F€G, co qui contredit la supposition 
yEM—G. Donc, HEG. 


3.67. En particulier, si F est borné (3.12.a). alors la fonction 
d (x) admet l'estimation (x, est un point fixe de F): 


d(x) = inf p(z, y) 
vEM-G 
< inf le (x, Zo) + P (zo y) & diam F + d (ro). (1) 


vEM-G 
Par conséquent, l'ensemble H construit dans 3.66 est borné si F l'est, 
parce que la définition de Æ et (1) impliquent 


diam H < diam F 4-2 sup (x) & 3 diam F + 2d (x;). 
—- 


$ 3.7. Espaces complets 


3.71.a. Une suite x,, r2, . . . de points d'un espace métrique 
M est appelée suite de Cauchy si, pour tout e, il existe un numéro N 
tel que l'inégalité p (x, zy) & &e est satisfaite dès que v > N et 
u> N. 

b. Toute suite convergente x,, z:, . . . + x est une suite de Cauchy. 
En eîïfet, d'après l'inégalité de triangle on a: 


p (zv, Zu) L P (x, x) + p (x, Tu)» 
et, lorsque x, —>zx, le second membre devient plus petit que tout 
e > 0 donné, pour v et u assez grands. 
c. Toute suite de Cauchy x, ze, . . . est bornée. Pour le démon- 


trer, choisissons un numéro V de façon à satisfaire l'inégalité 
p (zy ty) & 1 avec v > Net u > N. Nous avons alors, pour tout 


V = 1, 2, 26: 


_ { max{p(s, 2w), ..., (an, 2n)} (VEN), 
P (Zv Zn) € 4 (V>N), 


de sorte que les distances des points zx}, z2, . . . au point zx, sont 
bornées par une constante fixe. 


6* 
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d. Définition. Un espace métrique M est dit compiet 
si toute suite de Cauchy de ses points converge vers un élément 
de cet espace. 


3.72. Exemples. 
a. Montrons que l'axe réei R doté de la métrique 


p(z D =1\rz-yl 


est un espace métrique complet. 

Autrement dit, pour qu'une suite numérique Zi, x», - . . Soil 
conver gente, il faut et il suffit que, pour tout & => 0, fl existe un numéro 
N tel que l'inégalité |zn—7m|<e soit satisfaite dès que n>N, 
m=> N. 

Ainsi énoncé, le théorème a est nommé « critère de Cauchy ». 
Pour le démontrer, nous protédons comme suit: 


Soit 21, z>, .. . une suite de Cauchy de nombres réels. Elle est 
bornée en vertu de 3.71.b: pour tout m = 1, 2, ..., posons 
Am=inf Zn, Om — SUP Zn. 
n>zm n>zm 


Îl est clair que les inégalités a, < Gméprs Om > bm+r s0nt valables 
pour tout m, d'où [as, b = (amy, bmaxrl. 
D'après le principe de Cantor 1.81, |! existe un point pE R 


commun à tous les intervalles (a, b,,l, m = 1, 2, ... Montrons 
que p= lim zx,. Pour un e > 0 donné, trouvons un numéro N 
n — © 
de façon à avoir, pour >N,m>N: 
P (ns Tm) = ln — 2m | E- 
Fixons ici m — N et posons successivement n = N + 1, N + 
+ 2, ... Toutes les valeurs de z, étant différentes de zx au plus 


de e, pour n > N, il en est de même des nombres ay et b,. Le 
nombre p appartient à l'intervalle [ax, b}l, nous avons donc, pour 
tous les nr > W': 

[p— Zn |Sbn —an = (bn — In) +(zn — an) 2e. 


Ainsi, z, —+ p, Ce qu'il fallait démontrer. 

b. L'intervaille (0, 1) est un espace métrique pour la métrique 
usuelle de la droite numérique. La suite ee : + its J, ... est 
une suite de Cauchy dans cet espace métrique, mais n’y possède pas 
de limite; par conséquent, l'intervalle (0, 1) n'est pas un espace 
complet. 

t exemple montre, entre autres, que la propriété d'un espace 
d’être complet dépend essentiellement du choix de la métrique et 
peut ne pas être conservée en passant à une métrique homéomorphe; 
en effet, les espaces métriques des exemples a et b sont homéomor- 
phes (3.35.g), mais l'un d'eux est complet et l'autre non. 
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c. Montrons qu'un espace réel m-dimensionnel R,, muni de la 
métrique 3.44 (1) est complet. Soit zn = (Ëns, : : «+, Enm) (n = 1, 
2, ...) une suite de Cauchy de vecteurs de l’espace À. Choisissons, 
pour un e > 0 donné, un numéro Ÿ de façon à avoir, pour p> N, 


g> AN: 
[Tp—Zal = L à (Epr — Eqn) << €. 


D'après l'inégalité 2.68 (7), nous avons pour tout ket pour p,g> N': 


| Eph —Enl< LV Pr (Epn — Eqn) < 2. 


Nous voyons que toute suite numérique Épa (k == 4, ..., m) 
est une suite de Cauchy de la droite numérique. En appliquant a, 
nous établissons l'existence des limites 


En = lim Epx (Æ = 1,..., m). 
P —+ © 


Formons le vecteur x — (E1, ..., Em). Toujours d'après 2.68 (7): 


r—zt= À Gu— En) € Vm mex | — En (1) 


À présent choisissons, pour un e => 0 donné, un numéro # tel 
que, pour p => W, toutes les inégalités 


€ 


|En—Eph | < = (4=1,...,m) 


soient satisfaites. 
Alors, pour les mêmes valeurs de p, on a aussi 


|[z—zpl<e, 


ce qui est évident de (1); il en découle que Ja suite des vecteurs z, 
converge vers le vecteur z. Donc, l'espace À, est bien complet. 


3.73.a. Soit M un espace métrique complet qui est une partie 
(avec la mème métrique) d'un espace métrique P. Monirons que M 
est fermé dans 2. Soient y € P un point d’accumulation de l’ensemble 
M et x, une suite de points de M qui converge vers le point y. Comme 
z, est une suite de Cauchy (3.71.b) et que l'espace M est complet, 
il existe dans À un point z = lim x,. En vertu do J'unicité d'une 


Ti — 00 
limite (3.33.a), y = 2€ M, ce qu'il nous fallait. 
b. Réciproquement, si l'on considère un sous-ensemble fermé 
A d'un espace métrique complet M en tant qu’espace métrique (avec 
la métrique définie sur M), alors À est un espace métrique complet. 


86 CH.3. ESPACES MÉTRIQUES 


En effet, toute sulte de Cauchy y, € À converge dans M (M étant 
complot) et sa limite appartient à l’ensemble À, ce dernier étant 
fermé. 

e. En particulier, tout intervalle {a, b] de la droite numérique 
est uit espace complet, vu qu’il est un sous-ensemble feriné (3.51.a) 
d’un espace inétrique complet (3.72.a). 


3.74. Le principe de Cuantor d'intervalles emboîtés (1.81) est 
valable pour la droite numérique: tout système d'intervalles fermés 
emboîtés a un point commun. Pour un espace métrique complet, 
on peut signaler diverses propositions analogues. 

a. Soit © une famille de sous-ensembles non vides À, B, ... 
d’un ensemble Àf qui possèdent la propriélé suivante: quels que 
soient deux sous-ensembles de la famille, l’un est inclus dans l’autre. 
Une telle famille Q est appelée système de sous-ensembles emboîtés. 


Lemme. Soit Q un système de sous-ensembles emboîtés À, B,... 
dans un espace métrique complet M. S'il y a parmi eux des sous-en- 
sembles d'un diamètre (3.12.a) aussi petit que l'on veut, alors :l existe 
un point p € M tel que, pour tout son voisinage V, (p) = Fa pr. p) << 

r 


<r}, on pent trouver un ensemble À € Q inclus dans (p). 
Démonstration. Par hypothèse, pour tout m = 1, 2, 
3, ..., il existe un enseinble À — 4, € Q tel que diam 4, < _ : 


Soit z}\ tn point quelconque de ÀA,. Puisque, pour nr = m, on a ou 
bien 4, © Am où bien A, © An, alors P (Zn tn) < +. , de sorte 
que la suite x;, xz,, . . . est de Cauchy. Soit p = lim zx,,; montrons 
que co point p satisfait aux exigences du lernme. Soit un 8 > 0 
arbitraire: trouvons un n tel que p (p, zn) < Te diam A4, < _ ; 
Alors, pour tout x€ 4,,ona 

€ 


pr, 2) PP, za) +P(En TK +=, 


de sorte que 4, & V,(p}, ce qu'il fallait démontrer. 


b. Remarque. Dans l'hypothèse du lemme a, t ne peut 
exister qu'un seul point p satisfaisant aux exigences du lemme. En 
effet, s’il en existe un autre, g, de sorte que p (p, g) =2e > 0, alors 
les boules V, (p) et Ve (g) sont disjointes ; de plus, d'après le lemine 
a, il existe dans le système Q@ des ensembles À et B tels que 
AC Ve(p}, BE V.(g); or, ceci contredit le fait que l’un des 
ensembles À et B est inclus dans l'autre. 


c. Lemme. Complétons l'hypothèse du lemme a par la suppo- 
sition que tous les enszmbles du système Q soient fermés. Alors le point p 
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« 


satisfuisant aux exigences du lemme appartient à {out ensemble du 
système Q. 


Démonstration. Supposons que le point p n'appartienne 
pas à un ensemble B. B étant fermé, il existe un e > 0 tel que la 
boule V, (p) et l’ensemble B sont disjoints. D'après le lemme a, 
il existe un ensemble À € Q contenu entièrement dans la boule 
V, (p). Evidemment, cet ensemble À n’a pas de points communs 
avec l'ensemble B, et nous aboutissons de nouveau à une contra- 
dictiou. Le lemme est démontré. 

d. On se sert souvent d’un cas particulier du lemme c que voici: 


Lomme sur les boules fermées. Dans un espace 
métrique complet, une Suite des boules fermées emboitées 


U, = {y : p (y. Uv) & Tv}: Vus 1-22) 


dont les rayons r, tendent vers zéro pour v—> © d’une façon monotone, 
possède un point commun. 


e. Remarque. S'il y a une suite d'intervalles fermés 
emboîtés de la droite numérique, ils possèdent toujours un point 
commun, indépendamment de leurs longueurs. Dans un espace 
métrique, même complet, il peut exister une suite de boules emboîi- 
tées n'ayant aucun point commun. Considérons, par exemple, l'espace 
formé d'une suite dénombrable des points z,, z2, ... munie de la 


distance définie par la formule pz,, Za4p) = 1 + _. (n = 1, 


2, ...). Cet espace satisfait à tous les axiomes d'espace métrique. 
Il est complet puisqu'il n'admet aucune suite de Cauchy divergente 
(et mème aucune suite de Cauchy composée de puints distincts). 


Une boule Ÿ, de rayon 1 + _ centrée en zx, contient les seuls points 


Zn Enyts - - - Il est évident que V, 3 V;: =... et que [I Va 
[4 
est vide. 


3.75.a. Théorème (Baire). Si un espace métrique complet M 
est mis sous la forme d'une somme dénombrable de ses sous-ensembles 
fermés AÀ,, A,, ..., alors l’un au moins de ces sous-ensembles contient 
une boule de l'espace M. 


Démonstration. Supposons le contraire: aucun des 
ensembles À,, À4:, ... ne contient une boule. Soit x, un point 
n'appartenant pas à l'ensemble À,; celui-ci étant fermé, il existe 
une boule V,,(x,;) ={xz: p (x, x1) Sr}, ne contenant aucun point 
de l'ensemble À,. À l'intérieur de la boule Y,,,2 (x), il y a un point 
z, n'apparlenant pas à l’ensemble 4, ; en plus de x;, c’est une boule 
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V,, (x2) qui n'est pas contenue dans l’ensemble 4:. On peut admettre 
que V,, (mr) = V,, (22) et ro << + . En centinuant la construction 
de la même manière nous obtenons une suite des boules V, (x) = 
2 Vr, (22) 2 ..., de sorte que la boule V, (x) n’a pas de points 
communs avec l'ensemble À, (n = 1, 2, ...). Le point x, commun 


à toutes ces houles, qui existe d'après le lemme 3.74.d, n'appartient 
à aucun des ensembles À,, Az, ..., ce qui contredit la condition 


zsCM= U, A,. Le théorème est démontré. 


b. Exemple. Montrons que l’ensemble Z de tous les nombres 
irrationnels de l'intervalle M — [a, bl ne peut être représenté sous 
forme de somme dénombrable de sous-ensembles fermés de M. En 


cffet, si l’on avait Z = Ù An Où À, © M sont des ensembles fer- 


not 
més, alors tout l'intervalle serait mis sous la forme d'une somme 
dénonbrable de sous-ensembles fermés (d'uire quantité dénombrable 
des ensembles 4, et d’une quantité dénombrable des ewsembles 
réduits chacun à un seul point rationnel). L'intervalle M = [a, b] 
étant un espace complet (3.73.c), on aboutirait au résultat contre- 
disant le théorème de Baire. 

c. En appliquant le théorètne des intervalles fermés emboîtés 
nous avons démontré dans 2.41 que l’ensemble des points de l'inter- 
valle (0, 1] n'est pas dénombrable. A présent nous sommes ex mesure 
d'établir unc proposition analogue pour une vaste classe d’espaces 
métriques complets. 

Doitnons préalablement la définition suivante: un point x 
l’un espace métrique M est dit isolé si une boule p (z, ro) <6 ne 
contient pas de points de M autres que x, lui-même. Par exemple, 
soit ÀAf un ensemble de points de l'axe —o << x << © avec sa métri- 
que usuelle : alors x, € M est un point isolé s’il existe un intervalle 


contenant le point x, et ne conterant aucun autre point «le l'ensem- 
ble M. 


Lenme. Un espace métrique complet M, s'il est composé 
d'un ensemble dénombrable de points, contient un point isolé. 


Démonstration. Tout point est un sous-ensemble fermé 
d'un espace métrique. En appliquant le théorème de Baire sous 
voyons que, dans le cas considéré, un certain point 4 de l’espace W 
contient une boule Ÿ, (x,): ce n’est possible que lorsque Ie point x, 
cst isolé. 

Il en résulte: 

d. Tout espace métrique complet M sans points isolés est non 
dénombrable. 
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Remargre. Cette proposition tombe en défaut si l'or 
rejette l'hypothèse sur l'absence de points Isolés dans M. Tout 
ensemble dénombrable fermé de la droite considéré comme espace 
métrique peut en servir d'exemple (par exemple, une suite conver- 
gente et sa limite). 


& 3.8. Complétion 


8.8. Les théorèmes démontrés dans 3.73-3.75 se basent cssen- 
tiellement sur le fait que l'espace métrique M est complet. Dans 
ce qui suit, la complécité d'espaces métriques jouera un rôle inpor- 
tant. D'autre part, il s'avère qu'un espace qui n'est pas complet 
peut être inclus dans un espace complet. 


Théorème (F. Hausdorff)}. Soit M un espace métrique (en 
général, non complet). Il existe un espace métrique complet M (appelé 
complété de l'espace M) qui possède les propriétés suivantes: 

1) M est isométrique à une partie M, © M; 

2) M, est dense dans M. 


N'importe quels deux espaces M, M vérifiant les conditions 1) et 2) 
sont isométriques l'un à l'autre. 


La démonstration est donnée dans 3.82-3.87, 


3.82. Deux suites de Cauchy {y,} et {z,} de l'espace M sont 
dites coftnales si lim p (y, z,) = 0. Par exemple, toutes doux 
v—+ 


suites de l'espace M qui convergent vers une même limite sont 
cofinales, et les suites convergentes vers des limites différentes ne le 
sont pas. Deux suites de Cauchy cofinales chacune à une troisième 
sont cofinales entre elles. Pour cette raison, toutes les suites de 
Cauchy que l'on peut construire avec les éléments de l’espace M 
peuvent être partagées en classes de sorte que toutes les suites d'une 
classe sont cofiriales entre elles, tandis que toute suite qui n'appar- 
tient pas à une classe n'est cofinale à aucune suite de cette classe. 
C'est de ces classes (on les désigne par Ÿ, Z, . . .) que nous coustrui- 
rous le nouvel espace M. Nous n'avons à définir que la valeur de la 
distance entre deux classes Ÿ et Z. Nous la définissons avec la formu- 
le 


p (Y, Z) = ous P (Yw 2), (1) 


où {y,} est ue suite de Cauchy quelconque de la classe Y et {z,} une 
suite de Cauchy quelconque de la classe Z. Avant tout, il faut véri- 
fier que la limite en question existe et ne dépend pas du choix dos 
suites {y,} et {z,} dans les classes Y ct Z respectivement. Il suit. 
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de l'inégalité de quadrilatère (3.11 (1)) que 
FE (r, 2) — p (yvru, 2v4u) | LP (Yu Yvan) + p (2, Zv+u)e 


Par conséquent, les nombres p (y,, z,) forment une suite vérifiant 
le critère de Cauchy. Donc, lim p (y, z,) existe. Si {ys} et ({z} 
vo 


sont Crcore deux suites de Cauchy des classes Y et Z respectivement, 
alors en appliquant toujours l'inégalité de quadrilatère nous trouvons: 


LP (ÿv, 2) — p (y, À) | Lp (y, yo) + p (2, z:) —+ 0, 


ce qui signifie que la suite p (y, z;) a la même limite que la suite 
p (Yw 2). Ainsi, la définition de la distance entre deux classes 
ne dépend pas du choix des suites de Cauchy dans ces classes. 


3.83. A présent, nous avons à prouver que la quantité 
p (x, Z) = lim p (y Zv) 
v— 


satisfait aux axiomes de l'espace métrique (3.11.a-c). 

L'axiome 3.{1.a: p(Y. Z2)>0 pour Y£Æ2Z, p(Y, Y) = 0, 
est vérifié de la façon suivante. Avant tout, nous avons p (Y, Ÿ) — 0 
par construction de la fonction p, puisque, dans La formule 3.82 (1), 
on peut poser y, — z,. Ensuite, supposons que p (Y, Z) = 0. Ceci 
veut dire que, pour toute suite de Cauchy {y,} d'une classe YŸ et 
pour toute suite de Cauchy ({z,} d'une classe Z, l'égalité 
lim p (y, z,) = 0 a lieu. Or, ceci étant, {y,} ot {z,} sont des 


vo 

suites cofinales, et les classes Y et Z doivent se confondre. Donc, 
sip(Y, Z) = 0, alors Ÿ = Z; il en résulte que, pour YŸ =£ Z, nous 
avons p(Ÿ, Zj=>0, ce qu'il fallait démontrer. 

L'axiome 3.11.b: p (Y,.Z) = p (Z, Y}, est satisfait par cons- 
truction. 

Vérifions l'axiome 3.11.c: p(Y, VU) <p (Y, 2) +p(Z, U). 
Soient {yv}, {zv}, {u,} des suites de Cauchy fixes des classes Y, Z, U 
respectivernent. L’inégalité cherchée s'obtient en passant à la linite 
(3.32.c-d) dans l'inégalité 


p (Yv, us) < p (Yu 2v) + p (zw uv). 


Prouvons maintenant, pour l'espace M, toutes Les conclusions 
du théorème 3.81. 


3.84. Montrons que M contient un sous-ensemble M! isométriqne 
à l'espace M. Faisons correspondre à tout élément y € M la classe 
Y © M contenant la suite y, y, y, . .. (i.e. la classe de toutes les 
suites convergentes vers y). Si, d'après cette loi, un point y correspond 
à urre classe Ÿ et un point z à une classe Z, alors 


p (Y, Z) = limp (y, z) = p (y, 2). 
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Il en résulte que l'ensemble Af,; des classes qui correspondent aux 
points de M cst une partie de l'espace M isométrique à l'espace M. 


3,85. Prouvons que Af, est dense dans M. Soient Ÿ une classe 


quelconqre de # et {y,} une suite de Cauchy de la classe Y. Consi- 
dérous la suite des classes Yi, Y2, . .., Yu, . . ., où Ÿ, est déter- 
minée par la suite yy, Yu, - .., c'est-à-dire qu'elle correspond à 
à l'élément y, selon la loi M —+ M}. Pour un e = 0 dorné, trouvons 
un numéro pu, de façon à avoir P (Yu4n, Yu) < e Pour LU > Ho. Alors 


p(Y, Y,)= lim p (y, y) <e, 
V—+ œ 


ce qui signifie quo la classe Y est la lirmite des classes Y,.. Toute 
classe Y, apparlenant à l'ensernble 7, par construction, ïl cest 
dénrontré que M, est dense dans M. 

3.86. Montrons que À est un espace complet. Soit Yi, Y2, . .. 
une suite de Cauchy d'éléments de M. Pour toute classe Ÿ,, choisis- 


n] 


sons une classe Z, & M, de façon à avoir p (Y., Z.) <+ , et soit 


zv € M uit élément correspondant à la classe Z,. Démontrons que lu 
suite {z,} est celle de Cauchy dans l'espace Af. En effet, 


P(zv 2) =P(Zv, Zu) <P(Zv, Ps) + (PS Yu) + 
Hp (ur Zu) KP Pn)++ ++ —+ 0 pour v — ©, | —+ co. 


La suite de Cauchy {z,} définit une classe Z © M; montrons que la 


classe Z est la limite dans M de la suite Y,. Pour un e >> 0 donné 
et pour un assez grand v => vs, nous avons 


p(Z, P,)<p(2, 2) +p(2,, Y,)= lim p (z, m)++<e 
H—+ 


Donc, toute suite de Cauchy Y, € M a une limite dans MW, ce qu'il 
fallait démontrer. 


3.87. Montrons, eufin, que tout espace métrique M possédant 


les propriétés 1) et 2) est isométrique à l'espace M. 
En effet, soient M, et M, des sous-ensembles des espaces M et M, 


isoumétriques à l'espace M et, par conséquent, l'un à l’autre. Nous 
avons à prolonger cette isométrie à partir des ensembles W, et M; 
sur les espaces M ct M. Soient Y © M nn élément quelconque ct 
Y, € M, une suite d'éléments convergente vers Ÿ. La suite corres- 
pondante Z, © M, est celle de Cauchy parce que, Af, étant iso- 
métrique à 2, les distances entre les éléments de la suite Z, sont 


« 


égales à celles entre les éléments correspondants de la suite Y,. 
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M étant complet, il existe dans M un élément Z = lim Z, que 


Vo 
nous faisons correspondre à l'élément choisi plus haut Y € M. Il est 
défini d'une façon univoque puisque les suites cofinales dans M 


correspondent aux suites cofinales dans M et en remplaçant la suite 
Y, par une suite cofinale on remplace la suite Z, par une sulte cofi- 
nale. La correspondance construite est biunivoque et épuise tous les 


éléments de M et M. Il nous reste à montrer qu'elle est isométrique. 
Supposons que deux éléments Y et Y‘ de l'espace VA correspondent 
aux éléments Z et Z’ respectivement de l'espace M, et que 
Y = lim ÿ,, 
Y'=limy, (Y,, Y; de M)). 


Si, ensuite, Z, et Z, sont deux éléments de M: correspondant aux 
éléments ŸY, et Ÿ, respectivement, alors p (Z,, Z+) = p(Y,, +) 
et, d'après le lemme sur la continuité de la distance 3.32.b, on a 


p(Z, Z')=lim p(Z,, Zy)=lim p(Y,, Y)=p(Y, Y'}, 
vo V— © 


ce qu'il nous fallait. Ainsi, le théorème 3.81 est complètement 
démontré. 


3.88. Supposons qu'un espace métrique donné A soit une partie 
d'un autre espace métrique complet M*. Alors on peut choisir pour 


complété de M la fermeture M de l'ensemble M dans l'espace M*. 
En effet, M est un espace complet, puisqu'il est un sous-eusemble 
fermé d'un espace complet 4° (3.73.b); en outre, M est son sous- 


ensemble dense. M vérifie donc l'hypothèse du théorème démontré 
et peut servir de complété de l'espace M. 


$ 3.9. Compacité 


3.9.a. Définition. Ui espace métrique M dans lequel 
toute suito (infinie) de points possède une valeur d'adhérence est 
appelé espace compact ou compact. Un espece métrique M dans 
lèquel, pour tout point a € M, ïil existe une boule compacte 
{z7EM:pl{a, zx) <c) est appelé espace localement compact. 

Si un espace métrique M est compact, tout sous-ensemble infini 
E € M possède un point d'accumulation. En effet, on peut extraire 
d'un sous-ensemble infini dans Æ une suite infinie x,, x;,, . .. de 
points distincts dont la valeur d'adhérence est un point d'accumula- 
tion de l'ensemble E. Réciproquement, supposons que tout sous- 
ensemble infini de l'espace métrique M possède un point d'accumu- 
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lation, montrons que M est compact. Soil x;, x», . . . une suite 
de points do M (pas nécessairement distincts). Si cette suite ne 
comprend qu'un nombre fini de points distincts de l'espace M, alors 
au moins l'un d'eux se répète un nombre infini de fois et est donc 
une valeur d'adhérence de la suite x, x, . .. Si elle comprend 
une infinité de points distincts de M, alors le point d'accumulation 
de cet ensemble infini est une valeur d'adhérence de toute la suite. 
Ainsi, la définition d'un espace compact donnée plus haut est équiva- 
lente à la définition suivante : un espace métrique est compact si tout 
son sous-ensemble infini contient un point d'accumulation. 


b. Exemples. Un intervalle a < x & b de la droite numé- 
rique est un compact (3.45). Toute la droite ÆÀ n’est pas un espace 
compact, puisque la suite 1, 2, ..., nr, . .., par exemple, n'a pas 
de valeur d'adhérence dans À. Tout de même, À est un espace loca- 
lement compact. La droite numérique achevée R munie de la métri- 
que r (x, y) (3.35.e) est compacte. L'ensemble des points ratlonnels 
d'un intervalle [a, b] doté de la métrique de la droite numérique 
n'est pas compact ni localement compact. 

c. Nous avons signalé dans 3.43 que la propriété d'un point 
donné d'être valeur d'adhérence d'une suite x, n’est paa violée lors- 
qu'on passe à une métrique homéomorphe à la métrique initiale. 
Etant donné que les définitions d'un espace compact et d’un espace 
localement compact ne se basent que sur la notion de valeur d'adhié- 
rence, nous concluons que les propriétés d'un espace d'être compact 
ou localement compact sont conservées si l'on passe à une nouvelle 
métrique homéomorphe à la métrique initiale. 

Ainsi, l’axe réel À est un espace localement compact pour sa 
métrique usuelle p (x, y) — | x — y | aussi bien que pour la métri- 
que r (x, y) (3.35.e). 


3.92.a. Théorème. Tout espace compact est complet. 


Démonstration. Soient z;, Zz2, ... une auite de Cauchy 
de points d'un espace compact M et x, une valeur d'adhérence de 
cette suite. Montrons que x, = lim zx,. Pour un e > O donné, 


trouvons d'abord un numéro # de façon à avoir p (zn, Zm) << 8/2 
pou m>N,n > AN, puis un numéro p > N tel que p(xz,, xzo) 
<< e/2. Alors, pour tous lesn > N, 


P (Zn, Ze) < p (Zn Zn) + p (Zps To) << E;, 
d'où notre proposilion. 


b. Théorème. Un sous-ensemble compact M d'un espace 
métrique P est fermé dans P. 
Ceci résulte de a et de 3.73.a. 
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c. Soit M un sous-ensemble compact d'un espace métriquo P 
et soit G © P un ensemble ouvert contenant M. Construisons l'en- 
semble ouvert Wa qui est la rénnion de toutes les boules ouvertes 
de rayon Ô centrées en les points de l’ensemble M. Preuvons qu'il 
existe un Ô > 0 pour lequel M, = G. 

Ralsonnons par l’absurde et trouvons, pour tout nr = 1, 2, ..., 


deux points z, E M, yn EP — G pour lesquels p (Zn, Yn) < JL. 


La suite x, est dans le compact M, il est donc possible d'en extraire 
une sous-suite convergente ; en numérotant d’une autre façon et en 
rejetant les points superflus on peut dire que r, — x € M. Puisque 


P (Yns 2) KP (Un: To) + Pp (En; &) <++p (zn, 2), alors y, —+ x. 


Or l'ensemble P — G est fermé, donc x € P — G en contradiction 
avec ce qui précède. La proposition est démontrée. 


3.98.a. Un élargissement de la closse des espaces compacts est 
représenté par la classe des espaces précompacts “). Un espace 
métrique M est dit précompact si toute suite de sos points contient 
une sous-suite de Cauchy. Si, de plus, À est complet, cotte suite 
de Cauchy est convergente ot l'espace À se trouve compact. Ainsi, 
un espace précompact complet est compact. Réciproqueinent, un espace 
compact est complet (3.92.a) et, évidemment, précompact. Un intervalle 
(a, b) de la droite numérique représente un exemple simple d'un 
espace précompact qui n'est pas compact. 


b. Théorème. Tout espace précompart est borné. 


Démonstration. Nous allons démontrer qu'un espace 
qui n'est pas borné n'est pas précompact. Dans un espace non borné 
M, les distances d'un point quelconque a aux autres points zx € M 
ne sont pas majorées par une constante (3.12.c). En appliquant cette 
propriété fixons arbitrairement un point 21 € M et construisons 
ensuite par récurrence une sulte des points Z2, za, . .. de manière 
à setisfaire aux inégalités 

n—) 


P (Tntu Un) > 2 p (Tres Ta)+1i (a= 1 2 eh 
Alors, d'après 3.11.d, pour nr = m, 
0 (Zn, Tm) > P(Tns En) —[P (Zn, Tn-2) + +. + P(Emsn Tm)l> 
n—-2 
> P (Zn: tn1)— À P (tn, ) > 1, 


*) Cetis terminologin n'est pes universellement admise, Les espaces pré- 
compacts sont parfois apprlés espaces compacts et les espaces compacts les com- 
pacts tout court. 
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de sorte qu’il est impossible d'extraire de la suite x, une sous-suite 
de Cauchy. L'espace M n'est donc pas précompact, ce qu'il fallait 
démontrer. 


c. Critère de Hausdorff. Pour voir si un espace 
métrique A7 est précompact, il est parfois utile de l’inclure isométri- 
queinentt dans un espace métrique plus large P. En supposant iso- 
métrique l'inclusion M © ? appelons un ensemble B © {° e-réseau 
de l'ensemble M © P s la distance de tout point x de l'ensemble M 
à un point y € B ne dépasse pas e. Donc. la réumon de toutes les 
boules de rayon e centrées en les points de l’ensemble B contient 
tout l'ensemble M. 

D'une manière générale, si la réunion de quelques ensembles 
U, contient un ensemble #7, on dit quo les ensembles U, recouvrent 
l'ensemble M ou bien qu’ils forment un recouvrement de l'ensemble À/. 
On peut donc dire qu'un ensemble B est un e-réseau pour un ensemble 
M si l'ensemble de toutes les boules de rayon e centrées en les points 
de l'ensemble B recouvre l'ensemble A7 *). 


Théorème(F Hausdorff). Unensemble M contenu dans un 
espace métrique P est précompact (pour la métrique de P} s'il existe dans 
P, pour tout e& >> 0, un e-réseau fini pour M, et dans ce cas seulement. 


Démonstration. Soient un ensemble précompact et 
un e& > 0. Il existe un e-réseau fini pour M. Considérons un point 
quelconque 2, € M. Si tout autre point de l'ensemble M est situé 
à une distance <e du point z,, alors le point x, représente lui-même 
un e-réseau pour # et la construction est terminée. Si M possède 
des points distants de z, plus que de e, nous en choisissons un quel- 
conque r2. Si enaïintenant tout point de l'ensemble À est distant 
au plus de €e du point zx, ou du point 22, alors x, et x, forment nt €- 
réseau fini pour M et la construction est terminée ; sinon, on conti- 
nue de la même manière. Par construction, la distance de x, à chacun 
des points précédents Zi, Z2, . . .: Th -, est supérieure à e. Pour cette 
raison, s'il était possible de continuer indéfiniment la construction, 
on arriverait à un sous-ensemble infini 2z,, ze, . .., Zn, . .. de 
l'ensemble # qui ne contiendrait aucune suite de Cauchy, ce qui 
contredirait la précompacité de M. M étant précompact, ladite 
construction est terminée après un nombre fini de pas et conduit à un 
e-réseau fini pour l’ensemble M. 

Réciproquement, supposons qu'il existe dans l’espace P, pour 
tout e => O, un e-réseau fini pour l'ensemble M; montrons que À 
est précompact. Soit À & M un sous-ensemble infini quelconque; 


*) « Si, en tout point d'un ensemble B qui est un e-réseau pour un ensembles 
M, on allume vne lampe éclairant une boule de rayon &, alors tout l’enssmble M 
sera éclriré.s (Extrait d'un cours ds L. Lusternik.) 
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nous avons à trouver dans À une suite de Cauchy. Pour premier 
point de cette suite nous choisissons un point quelconque zx, € À. 
Ex appliquant l'hypothèse du théorème avec € = 1 nous sommes 
en mesure de recouvrir l'ensemble À par un nombre fini de boules 
de rayon 1 dont l'une (désignons -la par U,) contient un sous-ensemble 
infini 4, © À. Choisissons dans À, un point quelconque x, # x. 


En appliquant l'hypothèse du théorème avec e — _. nous pouvons 


recouvrir l’ensemble À, par un nombre fini de boules derayon _ dont 


l’une (U;) contient un sous-ensemble infini À: & A4,. Choisissons 
un point z2 € À, différent de x, et de x,. En poursuivant nous cons- 
truisons une chaîne d'ensembles infinis À = À, = 4: =... 


«. D Ay > ...(tout ensemble À, est contenu dans la houle U, 
de rayon 1) au aussi bien qu'une suite de points distincts 24, z;, To, ... 
., Lys er. OÙ Zy € À,. La suite Ze, Zi, To, . . . est de Cauchy. 


En effet, pour u << v, nous avons U, = 4, = 4,, donc p (xs, zy) < 
<+ . Cette quantité tend vers zéro pour u —+ œ; par conséquent, 
la suite ze, M1, . . . est de Cauchy, ce qu'il fallait démontrer. 

3.94. Appliquons ce critère pour démontrer que {out ensemble 
borné NM dans un espace euclidien n-dimensionnel P = R, est précom- 


pact. En effet, pour tout m, une boule dans l'espace P qui contient 
l'ensemble borné M (3.14.b) n'a qu'un nombre fini de points dont 


les coordonnées sont de la forme _. avec k entier, et l’ensemble 


de Lous les points de ce type est, évidemment, un e-réseau pour M 
si m est assez grand. 


3.95. Signalons encore une simple condition suffisante de pré- 
compacité: un ensemble M est précompact dans un espace métrique 
P st, pour tout e >> 0, on peut trouver dans P un ensemble précompact 
Be (peut-être infini) représentant un e-réseau pour M. 

La démons RIon de cotte proposition est très simple. Pour un 


e donné, un + -réseau fini Z pour l’ensemble B,,2 qui exisle en vertu 


de la précompacité de B,,2 est un e-réseau pour l'ensernble M. En 
effet, pour un point quelconque z E M, il existe par hypothèse 
un point y € Be,2 tel que p (x, y) <> et un point 2€ Z lel que 


p (y, 2) < =; ; alors p (x, 2) Lp(z, y) +p (y, z) Le. Dont, pour 


tout 8 => 0, l'ensemble M possède un e-réseau fini et, par conséquent, 
est précompact. 


3.96.a. Le complété M de tout ensemble précompact M est un 
compact. En effet, puisque l'ensemble M est dense dans M, il est 
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un e-réseau pour M, puur tout e >> 0. Par hypothèse, M est pré- 


compact ; il en résulte, d'après 3.95, que M l'est aussi; or M est 
complet, donc il est un compact, ce que nous cherchions. 

b. La fermeture M de tout sous-ensemble précompact M d'un espace 
métrique complet P est compacte. Ceci résulte de a et de La remarque 
3.88 d'après laquelle on peut choisir pour complété de M sa fermetu- 
re dans P. 

c. Un sous-ensemble précompact M d'un espace métrique complet 
P est un compact si, et seulement si, il est fermé dans P. 

En effet, si le sous-ensemble M est fermé dans l’espace métrique 
complet P, il est lui-même un espace métrique complet (3.73.b). 
Si, de plus, 7 est précompact, alors, d’eprès 3.93.a, il est un compact. 
La réciproque résulte de 3.92.b. 

d. En rapprochant 3.93.c et 3.96.c, on obtient: 


Théorème. Un ensemble M dans un espace métrique complet 
P est un compact si, et seulement si, il est fermé dans P et que, pour 
tout e => O0, il existe dans P un e-réseau fini pour M. 

e. Un ensemble M dans un espace R, est un compact si, et seulement 
si, M est fermé et borné dans R,. En effet, si M est un compact, alors 
l’ensemble Af est fermé (3.92.b) et borné (3.93.b); si l'ensemble M 
est borné dans À,, il est précompact (3.94), donc compact (3.96.c), 
étant donné que À, est complet (3.72.c). En particulier, une boule 
fermée {xz: | zx — x, | Lr} est un ensemble fermé (3.51.b) et borné, 
donc toute boule fermée dans l'espace À, est compacte. 

f. Tout ensemble compact M de la droite numérique est borné 
et contient ses bornes supérieure et inférieure. 

En effet, l'ensemble M est borné et fermé (e); l'application 
de 3.53.b achève la démonstration. 


3.97. La proposition suivante concernant les compacts est sou- 
vent appliquée: 


Lemme sur le recouvrement fini. Si une 
Jamille B = {B,} de sous-ensembles ouverts de l'espace P recouvre un 
sous-ensemble compact K d'un espace métrique P, alors il existe une 
sous-famille finie B,, ..., B, de B recouvrant K. 


Démonstration. Supposons le contraire: autune gous- 
famille finie de la famille BP ne recouvre X. 

Comme Æ est un compatt, il existe, pour tout e => O0, d'après 
3.93.c, un nombre fini de boules (fermées) U,, . .., U,,, de rayon € 
qui recouvrent Æ. S'il existait, pour chacune des boules U, (j = 
== 4, ..., m,), une sous-famille finie B ; de la famille B recouvrant 
la boule U,, alors en réunissant ces sous-familles nous aurions une 
sous-famille finie de B recouvrant ÆX. Donc, l’une au moins des 


T7 3ak 2285 


98 CH.3. ESPACES MÊTRIQUES 


boules U,, par exemple U,, ne peut être recouverte par aucune seus- 
famille finie de la famille B. 
i 


1 
Donnons au nombre e des valeurs successives 1, Je Gr 5 


pour tout nr, nous avons une boule Vin (z,) de rayon _ et de centre 


z, qui ne peut être recouverte par aucune sous-famille finic de la 
famille B. Soit x une valeur d'adhérence de la suite z,. Le point x 
appartient à un ensemble B, avec une boule U, (x) d'un rayon p. 
A partir d'un certain numéro, la boule U, (x) contient les boules 
Un (Zh) avec les numéros arbitrairement grands. Donc, ces boules 
sont recouvertes bar un seul ensembie B,, ce qui contredit la cons- 
truction. Le lemme est démontré. 


3.98. Nous avons étendu (3.74) le principe d'intervalles fermés 
emboîtés (1.81) de la droite numérique à un espace métrique complet 
en remplaçant dans eon énoncé les intervalles fermés par les sous- 
ensembles fermés de diamètres arbitrairerement petits. Si ces sous- 
ensembles sont compacts, on n'a plus besoin d'hypothèses supplé- 
mentaires : : 


Théorème. Toute famille Q de sous-ensembles emboîtés com- 
pacts non vides d'un espace métrique a un point commun. 


Démonstration. Fixons dans la famille Q l'un des 
compacts Æ,». Si le théorème est faux, il existe, pour tout point 
z € Ko, un compact Æ.€ Q qui ne contient pas le point z. L'ensemble 
Æ, étant fermé (3.92.b), il exlste un voisinage du point x sans point 
commun avec K,. Les voisinages ainsi obtenus pour tous les points 
x € K, forment un recouvrement du compact Æ,: d'après 3.97, 
on peut en dégager un recouvrement fini. Désignons les voisinages 
composant Le recouvrement fini par V,, ..., VA. Soient Æ},, ... 
..., À, les compacts de la famille Q sans points communs respecti- 
vement avec Vy, ..., V,. L'intersection X,, ... K, n’a de points 
communs avec aucun des voisinages V,, ..., V,, ni donc avec le 
compact Æ,. Ainsi, l'intersection AK, . . . À, est vide. Or, comme 
Q est une famille d'ensembles emboîïtés, toute intergection finie 
d'ensémbles de cette famille est encore un ensemble de cette famille 
et ne peut donc être vide. La contradiction obtenue démontre le 
théorème. 


Exerclces 


1. Désignons par 4’ l'ensemble des points d’accumulation d'un sous-ensem- 
ble 4 d'un espacs métrique M. Définissons ensuits, par récurrsnce, l’ensemble 
At = (4Ain-b)', Pour un n donné, construlrs sur la droite 1n ensemble 4 tel 
que A!n) soit non vide st Atn#} vide. 

2. Démontrar que 4’ est fermé pour tout 4 € M. 


HISTORIQUE 9 


3. On se donne un ensemble 4 € R; tel que, pour un certaln n, l'ensomble 
At gst dénombrable. Démontirer quo À est dénombrable. 

4. Un point z ds la droits est appelé point de condensation d’un snsemble non 
dénombrabls À si tout son voisinage contient un ensemble non dénombrabls de 
points de l'enssmbls 4. Démontror que (out onsembls À non dénombrabls a 
des points de condensation: plus oxactement, presque tous ses points, à l'ex- 
CopLone peut-être, d'un ensembls dénombrabls, aont des polnis de conden- 
eation. 

5. SL un ensemble E ds la droite est recouvert par un système quelconque 
d'intsrvalles ouverts. alors on peut en extralre un soussystème au plus 
dénombrabls qui rscoovrs lui aussl £. 

6. La quantité 


p (rx, A)= inf p(x, y) 
VEA 


s’appells distance d'un point r à un ensemble A. Démontrer que, pour un 
snsembls À fermé, 1ss relations 


w(z, 4)=0, r€A 


sont équiValentss et que pour un 4 qui n’est pas fermé, elles as ls sont pas. 

7. Démontrer que, pour tout snsemblo À dans un espaces métrique M, l'en- 
semblo des polnts x pour lesquels p (r, À) << e ost ouvert, st l'ensemble des 
points y pour lesquels p (y, A) < € est fermé. 

8. On ss donns deux ensembles fermés disjolnts F, st F: dans un espacs mé- 
ou He arc deux enssmbles ouverts disjolnts U, et Uz: tels qus Ui1 > 
D a, Ur D F2. 

9. Soit Af un espaces métrique borné. Pour deux sous-ensembles quelconques 
AC M st B« M, Introduisons la quantlié 


P(4, nu {p(z, 8}, p{y: À)}. 
vEB 


Montrer que tous les sous-ensembles fermés 4, B, . .. dans M forment un espace 
métrique si l’on définit la distance entre deux sous-ensembles fermés par la for- 
mule donnée ci-dessus. Montrer que cet espace est complet si M est complot, st 
compact sl M est compact. | 

10. Si un espace métriques M est composé ds n << 4 points, il sxiste un espacs 
métrique M isométrique à M4 st situé dans l'espace suclidisn R,. Pour n > 4, 
cetts proposition est, sn général, fausso. 

11. Désignons per R, l’espace euclidien R, complété par le point w. Dé- 
flnfr sur R, une métriques r qui soit boméomorphs sur R,, à la métrique ususlls 
(3.14) et telle que toute suite zm € À, non bornée pour la métrique usuelle ait 
ls point pour 3a valsur d'adhérenco. 

12. Falre l’sxercics 11 on remplaçant l'espacs R,, par un espacs métriqus M 
non borné quelconque. 

13. Dans l'exercics 11, prendre au lieu des droites considéréss (ct. l’Indica- 
tion pour l'exercice 11) les droites passant par le csntre ds la sphère $,. Quel 
ensemb}s d'éléments « à l'infini » assurera l'existence d’one valsur d'adhérence 
de touts suite ds points =», € R, (pour la nouvello métrliqus)? 


Historique 


La première définition correcte ds la limite d'ons suite numériques ost don- 
née par Bolzano (1817), puis par Canchy (1821) dans son Cours d'analyse de l'éco- 
Le polytechnique. En particulier, Bclzano est le premier à formulsr sn termes 
claire Ls « critère de Cauchy s et même à essayer ds l’établir: maïs s0n raisonne- 
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mont, «en l'absencs ds toute définition arithmétique du nombre réel. n'était st 
ne pouvait être qu'un cercle vicienx » (Bourbaki). Cauchy lui-même tirs son cri- 
tère du principe d'Intervalles fermés emboîtés qu'il tisnt pour évident. 

La notlon de point d'accumulation d'un ensembls ouvert ou fermé (sur la 
drolts d’abord, dans l'espace euclidien n-dimensionnel ensuite) st les théorèmes 
sur la structurs do ces ensembles pour la droite sont donnés par Cantor dans les 
années 70 du XIX® siécle, Ls théorème sur l'extraction d'un recouvremsnt fini 
ést démontré pour la premières fois (pour un intsrvalls fermé) par Borel (1895; 
cas où le recouvrement Initial est dénombrable) et Lsbesgus pue cas nn 
En 1906, Fréchet introduit la notion d'espaco métrique dans le cadrs ds laquelle 
les notions ds la période précédente sont généralisées d'uns façon naturells; sn 
cut Fréchet introduit les notions ds complécité et de compacité d’un espacs 
métrique. 

La notion d'espace topologiqus (Hausdorff, 1914) que nous ns citons ici 
qu'en passant offrs des possibilités sncors plus vastes |19]. 


CHAPITRE 4 


Théorie générale des limites 


L'œuvre sxcellsnte ds M. Cauchy 
« Cours d’Analyss ds l'Ecole Royals 
Polytechoiqus » que chaque analyste ai- 
mant la rigueur dans la recharche mathé- 
matiqus doit lire ms servait ds guide. 


Niels Abel (1B26) 


$ 4.1. Définition d'une limite 


4.11. Définition. Soit un ensemble quelconque EE: un 
système $ de sous-ensembles non vides À, B, ... de £ s'appelle 
direction si, pour tout couple de sous-ensembles À € S, BE S, l'une 
des inclusions À & B et B © À a lieu et l'intersection de tous les 
A ES est vide. 

4.142. Définition. Soit y = f(x) une fonction donnée 
sur un ensemble £ et dont les valeurs appartiennent à un espace 
métrique M ayant p pour métrique (3.11). Nous dirons que la fonction 
y — f(x) à une limite suivant une direction S s'il existe un point 
p € M tel que, pour tout & => 0, on peut trouver un ensemble 4 € S 
pour tous les points duquel on a l'inégalité 


plp, f (x)] <e. (1) 


Dans ce cas, le point p s'appelle limite de La fonction f (x) suivant 
la direction S. Toute la situation décrite est désignée par le symbole 


pP:= Er f (2), (2) 
où f(x) + p, ou tout simplement f(x) + p. 
Dans 413-416, on considère des exemples. 


4,13. Soit Æ l'ensemble de tous les nombres naturels 1, 2, ... 
Choisissons pour direction $ le système de tous les sous-ensembles 
An © E de la forme 


Aa=Â=fnn+i,nr+2,...}) (nr =1,2 ...). 
11 ést évident que l'un de deux ensembles quelconques 4,, 4, 


contient l’autre: de plus, l'intersection de tous les ensembles 4, 
(n = 1, 2, ...) est vide. Donc, le système S est bien une direction 
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que l'on désigne par #7 —+ c. La fonction y = f (x) est, dans ce cas, 
une suite de points Yi, Y2, - .: .: Wnr . . . de l'espace métrique M. 
D'après notre définition, la suite y, a une limite suivant S, i.e.-pour 
n— oo, S'il existe un point p € M tel que, pour tout e > 0, on 
peut trouver un numéro W de façon que l'inégalité 


P (Un, P) < 


soit satisfaite pour tout r > N. Une suite {y,} possédant une limite p 
est dite convergente vers p. Il est évident que cette définition se 
confond avec celle de 3.31. La désignation 4.12 (2) prend la forme 
p = lim ÿn. 

no 

4.14.a. Soit £ = R3 un demi-axe réel {x: a x}. Choisissons 


pour direction S le système de tous les sous-ensembles 4, € R3 de 
la forme 


Ar = {CE Riz >E)}. 


Il est évident que S est une direction au sens de 4.11. On la note 
z—> + 00. D'après notre définition, une fonction f (x) définie pour 
zx > a (à valeurs dans un espace métrique M) a une limite suivant $, 
i.e. pour Zz — + ©, s'il existe un point p € M tel que, pour tout 
e > 0, on peut trouver un nombre Ë de façon à avoir, pour tout 
z > &, l'inégalité 


pr, f() < e. 


Le point p s'appelle limite de la fonction f (x) pour x —+ ©; la nota- 
tion respective a la forme 


p = lim f(x). 


b. Si M = R est la droile numérique, nous obtenons la définition 
d'une fonction numérique ayant une limite pour z —> oa, notamment : 
une fonction numérique / (x) définie pour x >a a une limite p, 
lorsque z—+ o, si, pour tout e > 0, il existe un point E tel que 
l'inégalité 

Ip—f(rl<e 


est satisfaite, dès que x > E. 

c. Sur un demt-axe réel R3 æ={xr: x < a}, on introduit la direc- 
tion zx —> —oo. Elle est définie Comme système de tous Îles sous- 
ensembles B; & R3 de Ia forme 


By; ={(xE Ra: z LE} — Rr. 


D'après notre définition, une fonction f(x) définie pour x <a 
a une limite p, pour z —+ —o, sl, quel que soit un e > 0, on peut 


$ 4&t. DÉFINITION D'UNE LIMITE 103 


trouver un nombre Ë tel que, pour tout z < Ë, on a l’inégalité 
pp, f() <e 


ou bien, si la fonction / (x) est numérique, 
Ip—f(ADi<e. 


d. D'une maniére analogue, on introduit la direction x — + oo, 
ou [x [—> ©, sur la droite numérique. La direction | z | —+ © est 
formée de tous les ensembles {z: |z | => C}. Ainsi, l'expression 

lim /(2 


|z1— œ 
prend un sens. 


4.15.a. Soit E un espace métrique. Snpposons qu'un point 
a € E ne soit pas un point isolé dans Æ£, autrement dit, que toute 
boule U, (a) {x € E: p(x, a) <r} contienne des points de E 
autres que a. Définissons la direction x — a comme ensemble de 
toutes les boules U, (a) ={x € Æ: p(a, x) <<r} dépourvues du 
point central a. La supposition que a ne soit pas un point isolé 
veut dire qu'aucun des ensembles U,(a) ne soit vide, les autres 
propriétés de la direction sont immédiates. D’après notre définition, 
une fonction f (x) définie sur Æ£ (à valeurs dans un espace métrique 
M) a une limite pour zx + a s'il existe un point p € M tel que, quel 
que soit un e => 0, on peut trouver un nombre 6 = 0 de façon 
à avoir 


pa), P<e 


pour tous les z € Us (a) (i.e. pour tous les x + a satisfaisant à 
l'inégalité p (x, a) < 6). 
La notation 4.12 (2) prend [a forme 


p = lim f (). (1) 


Le point p s'appelle toujours limite de la fonction f (x) pour x + a *). 

b. En particulier, lorsque £ = R, M = R, nous sommes amenés 
à la définition suivante: 

La direction zx + a est l’ensemble de tous les intervalles (a — 6, 
a + 6) dépourvus du point central a. Une fonction numérique j (zx) 
définie sur la droite numérique R possède une limite p au pointa€t R 
si, pour tout ëe >> 0, il existe un 60 tel que les relations 
Ir—a|l<6, zER, za impliquent l'inégalité 


If()—pl<e. 


*) Dans cette définition, la valeur de la foncLlon f (r) pour z = a est sans 
importauce. La fonction f (x) peut même no pas être définie pour z = a. 
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La notation (1) ne change pas: 
p = lim f(x). 


c. Les exemples 4.13 et 4.14.a-c sont bien des cas particuliers 
de la définition 4.15.a. Vérifions-le pour les exemples 4.14.a-c. 
On peut munir la droite numérique À de la métriqne de l’espace R 
(3.35.e); alors, les directions x —+ —o0 et z—> +o décrites dans 
4.14.a se confondent avec les directions z —+ —o0 et x —+ +00 res- 
pectivement (4.15.a), où —o0 et +oa sont considérés en tant que 


points de l'espace métrique À (compte tenu de 3.35.f). 


4.16. Limite suivant une direction sur un 
sous-ensemble. 

a. Soit Æ nn ensemble contenant une direction S. Fixons un 
ensemble G & £Æ et considérons la famille des ensembles GA, où À 
est un ensemble quelconque de la direction S. Supposons qu'aucun 
des ensembles GA ne soit vide. Alors, l'intersection de ces ensembles 
étant vide (puisque l'intersection de tous les À € S l'est), ils forment 
encore une direction que nous désignons par GS. Solt f (x) une fonc- 
tion définie sur l'ensemble £ à valeurs dans un espace métrique M. 
Si lim f (x) valant p existe, il est évident que lim f (2) qui vaut p 


E 
existe elle aussi. Mais, étant donné que lim 7 (2) existe, lim j (x) 
G 


peut ne pas exister. Etablissons la proposition suivante qui fournit 
une condition d'équivalence de deux limites en question: 


Lomme. Si l'ensemble G contient un ensemble B de la direction 
S, alors l'existence de lim f(z) implique l'existence de liru Îf (x) 
Gs 
(= limf(x))- St l'ensemble G ne contient entièrement aucun BES 
cs 
et que l'espace métrique M ait au moins deux points distincts p el q == p, 


alors il existe une fonction f(x) à valeurs dans M pour laquelle 
lim f (x) = p tandis que Km 1 (x) n'existe pas. 


Démonstration. Soient 6 B,BES et lim f(x) = p. 
G 


Pour un & => 0 donné, choisissons, dans la direction GS, un ensemble 
GA dont chaque point vérifie l'inégalité p (f (x), p) <e. L'ensemble 
GA contient l’ensemble B A qui est ou bien B ou bien À, donc appar- 
tient à la direction S$. L’inégalité p (f (x), p) << e est aussi satisfaite 
sur l’ensemble BA. Il en résulte que lim Î (zx) existe (et vaul p). 


Supposons que l'ensemble G ne contienne entièrement aucun 
BES, et soit H le complémentaire de G (par rapport à Æ). Posons 


f (x) égale à p pour zx € G et à qg pour r € H. Soit e <+p(p, g)- 
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Si lim f (x) = t existait, alors on aurait p (f (x), t} <e pour un 
8 


AES et pour tout x € À. Or, les deux ensembles GA et HA sont 
non vides par hypothèse, considérant, à tour de rôle, x € GA et 
x € HA nous voyons que les deux inégalités p (p, t) <e, p (q, t) << 
<< e devraient être salisfaites, d’où p (p, g9) <p (p, t) + p (q, t) < 
<< 2e en contradiction avec la définition de e. Le lemme est donc 
définitivement démontré. 


b. Si une fonction f (rx) n’est définie que sur l'ensemble G, la 
notation lim / (x) n’a pas de sens direct. Dans le cas où G contient 


un ensemble de La direction S, nous posons par definition lim f (x) = 
S 
= lim}, (x), où f> (x) est un prolongement quelconque de la fonc- 
8 


tion f (x) de G sur tout Æ. D’après ce qu’on a démontré, Le résultat 
a un sens et ne dépend pns de la manière de prolongement de f (x) 
de G sur E. 

En particulier, la limite d’une suite y,, Y2, . . ., Yns - - + (4.13) 
est, naturellement, définie non seulement dans le cas où la suite 
Yi Ya . . . est donnée pour tous les indices 1, 2, . .., mais aussi 
lorsqu’elle n’est donnée que pour tous les indices r supérieurs à un 
ño ; alors lim y, ne dépend pas des valeurs yr, . . ., Yn, Si nous intro- 

n—c 


duisons ces dernières pour une raison quelconque. D'une façon 
analogue, la définition de lim (f (x) (4.14) suppose que seules les 


valeurs de la fonction f (x) pour x supérieurs à un x, quelconque soient 

données, et ne dépend pas des valeurs de f (x) pour x < x,. De même, 

la définition de lim f(r) (4.15) ne demande que de donner les va- 
x—a 


leurs de la fonction j (x) dans un voisinage du point x = a, c'est-à- 
dire dans une boule px, a) <r, ra. 

c. Revenons au cas où l’ensemble G, tout en ayant des points 
communs avec chacun des ensembles À € S, ne contient entièrement 
aucun À € S. Comme plus haut, désignons par À le complémentaire 
de G par rapport à Æ. Considérons la famille HS des ensembles HA, 
où À parcourt $. Puisque, dans ce cas, aucun HA n'est vide, le systè- 
me JS forme lui aussi une direction, et nous pouvons discuter 
l’existence de nr (x). Si lira f (x) = p existe, alors lim 7 (x) et 


lim f (x) égales chacune à p existent aussi. Néanmoins, l'exemple 
HS 


donné dans la seconde partie de la démonstration du lemme a 
montre que l'existence des lim f(x) et lim f(x) n'implique pas 
G8 H 


l'existence de fn Î (x). 
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Théoréme. Silimf(zx) et lim f (x) existent et se confondent, 
Gs HIS 


lim Î (x) existe aussi. 


Démonstration. Soit p—=dlim/f(x) = 1lim/f(x). Pour 

GS HS 
un € => 0 donné, trouvons À et B dans $ de façon que l'inégalité 
pÜ (x), p) <e (4) 


soit satisfaite aux points des ensembles GA et HB. 

L'un des deux ensembles À et B est inclus dans l’autre, par 
exemple À © B. Alors l'inégalité (1) est bien satisfaite pour tous 
les points de l'ensemble GA et de l’ensemble HA, donc aussi pour 
tout point de l’ensemble À = GA + HA. Comme e > 0 est ar- 
bitraire, on a lim f (x) = p, ce qu'on cherchait. 


4.17. Applications bijectives de l'ense m- 
ble E et transformations correspondantes 
de limites. 

a. Supposons qu'une application bijective de l'ensemble Æ sur 
un ensemble F fait correspondre à tout EE un y =o(rx) CF. 
Soient S une direction sur l’ensemble Æ formée d'ensembles 4 & E 
etB © F l'image d'un ensemble À par l'application w. L'ensemble T 
de tous les ensembles B forme une direction sur F parce qu'il résulte 
des propriétés de l'application bijective w que les ensembles B, 
de même que les ensembles À, sont éemboîtés et que leur intersection 
est vide. Soit, ensuite, f (z) une fonction donnée sur l'ensemble Æ 
à voleurs dans un espace métrique M. Définissons une fonction Z& (y) 
sur l’ensemble F par la formule 


8 YU) = £& (w (x)) = f (@). (1) 


Théorème. La fonction g (y) a une limite suivant T si, et 
seulement si, la fonction f (x) a une limite suivant S, et alors 


lim f (x) = lin g (y). 
6 T 


Démonstration. Supposons que lim g (y) = p existe. 


Pour un e => O0 donné, on peut trouver un ensemble B € T tel que 
p (g (y), p) <e pour y E B. Sur l'ensemble correspondant 4 € S, 
nous avons 


p (f(x), p) = p (ge (w (x)}, p) <e, 
de sorte que p = lim 1 (x). La réciproque résulte de la symétrie de la 


construction, ce qui achève la démonstration. 
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b. Il découle de 4.16.b que le résultat précédent reste valable 
si l'application bijective & est définie non pas sur tout le Æ, mais 
sur un quelconque des sous-ensembles À € S. 

Considérons deux exemples. 

c. Cholsissons pour Æ un demi-axe {x: x > a} et soit y —= —z 
l'application du demi-axe Æ sur le demi-axe F —={y: y << —a). 
Choisissons sur Æ la direction z —+ o. La direction correspondante 
sur F est évidemment y — —o0. D'après a, les limites lim f (x) 


TZ+00 


et lim / (—y) ou bien existent les deux, ou bien n'existent pas, 


y — 


et si elles existent, elles se confondent : 
lim f (x) = un f (—y). 


zoo 


d. Choisissons pour E |’ le [x — x, | KL 1 dépourvu du 
point 25, et pour F l'ensemble |y | 1. La formule y = — = 


définit une application bijective de Æ sur F. A la direction zx —+ 7, 
sur l'intervalle Æ correspond la direction | y | —> oo ui ensemble F. 


D'après a, les limites lira f (y) et lim f (== 
z 


lu i-æ 


) existent ou 
n'existent pas les deux à la fois, et si elles existent, elles se confon- 


dent : 
dim f(y)= lin f (= —). 


4.18. La non d'une limite donnée dans 4.12 dépend, 
naturellement, de la métrique de l’espace M. Tout de même, en 
remplaçant la métrique p (x, y) par une métrique homéomorphe r (x, y) 
(3.34.c), La relation 

lim f(2) = p (1) 


reste valable pour la métrique r (x, y) si elle l'était pour la métrique 
p (x, y). Appliquons le critère d’homéomorphisme de 3.34.d. Suppo- 
Sons que la relation (1) soit valable pour la métrique p et que la 
métrique r soit homéomorphe à la métrique p. Soit un e => 0: nous 
avons à trouver un À € S dont chaque point vérifie l’inégalité 


r (f(x), p) <e. (2) 
En vertu du critère 3.34.d, nous pouvons trouver, à partir d’un 


e > O0 donné, un 6 = 0 tel que p (p, y) <6 implique r (p. y) <e. 
D'après 6 obtenu, choisissons un 4 € S de façon à avoir 


p (f(x), p) <6 


pour x € A. Alors (2) est satisfait aussi par z € À, ce qu'il fallait 
démontrer. Il est évident que la réciproque est vraie elle aussi: 
si la relation (2) est juste pour la métrique r, la métrique p étant 
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homéomorphe à la métrique r, alors la relation (1) est juste pour 
la métrique p. 


419. Critère de Cauchy. Le critère de Cauchy d'’exis- 
tence de limite d’une suite numérique donné dans 3.72.a peut être 
étendu au cas général dans l'hypothèse que la fonction f (x) prenne 
ses valeurs dans un espace complet. 


Théorème. Pour qu'une fonction f (x) définie sur un ensemble 
E avec une direction S et à valeurs dans un espace métrique complet 
M ait une limite suivant S, il faut et il suffit que le critère de Cauchy 
soit rempli: pour tout e >> 0, il existe un ensemble B € S tel que 


pif (x), f (2) <e (1) 
dès que x' CB, x"EB. 


Démonstration. Supposons rempli le critère de Cauchy. 
Considérons, dans l'espace M, tous les ensembles f (4), où A ES. 
(L'ensemble f (A) est celui des valeurs que la fonction f (x) prend 
sur l'ensemble A.) Les ensembles À € S formant un système d’en- 
senbles emboîtés, les ensembles / (4) en constituent un autre (sur M). 
Comme on le voit de l'inégalité (1), il y a,parmi les ensembles f (4), 
des ensembles d'un diamètre autant petit que l'on veut. Donc, 
l'espace M étant complet et compte tenu du lemme 3.74.e, il existe 
dans M un point p tel que toute houle V, (p) —{y € M: p (y, p}<<e} 
contient entièrement l’un des ensembles jf (B), B € S, de sorte que, 
pour toutr EB,ona 


p Ü (x), p) <e. 


Or, ceci veut dire que la fonction /f (rx) possède une limite égale 
à p suivent S. 

La réciproque se passe de l'hypothèse de complécité de l'espace M. 
Soit f (x) une fonction ayant une limite p suivant S. Trouvons, pour 
un e > 0 donné, un ensemble B ES dont tout point satisfait 
à l'inégalité 


Pin LEN<T ; 
alors, quels que soient zx’ et x” de B, nous avons 


pif (x), f&Y)<e lp, fl + plp, fe, 


ce qu’il nous faut. 
$ 4.2. Théorèmes généraux sur les limites 
Soient toujours £ un ensemble quelconque portant une direction S 


et / (x) une fonction définie sur Æ à vaieurs dans un espace métri- 
que M. 
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4.21. Si La fonction f (x) est constante sur E, c'est-à-dire qu'elle 
prenne une même valeur p € M en tout point de l'ensemble E, alors 
sa limite suivant S existe et vaut p. 

Evidemment, l'inégalité 4.12 (1) est, dans ce cas, satisfaite pour 
tout e >> O et sur tout À € S. 


4.22. La fonction f (x) re peut avoir qu'une seule limite suivant S. 
En effet, soit 


p=limf()em et g=limf(r em. 


Pour un e > 0 donné, trouvons un ensemble À & S$ dont tout point 
vérifie l'inégalité 


p(f(zx), p)<e, (1) 
et un ensemble B © S dont tout point vérifie l'inégalité 
p (f(x), g) <e. (2) 


Soit, par exemple, 4 & B. Alors, pour tout point de l'ensemble À, 
les deux inégalités (1) et (2) sont satisfaites. Soit x E À un point 
quelconque, alors il résulte de (1) et (2): 


p (p, 9) <p (fx). p) + p (F (x), g) < 2e. 


Donc, e > O0 étant arbitrairement petit, nous avons p (p, g) = 0, 
c'est-à-dire p = q. 


4.23. On dit que la fonction f (x) appartient asymptotiquement 
à un ensemble G © M s'il existe un ensemble À € S en tout point 
duquel f (x) appartient à G. 


Théorème. Si lim f () = p. et un ensemble GC M con- 


tient une boule ouverte centrée en p, alors la fonction f (x) appartient 
asymplotiquement à G. 


Démonstration. Supposons que G contienne une boule 
V ={y: p (y, p) <e}. Trouvons un ensemble À E€S dont tout 
point vérifie l'inégalité p (f (x), p) <e. Ceci veut dire que l'inclu- 
sion f (x) E V © G est valable elle aussi en tout point de l’ensemble 
A, ce qu'il fallait démontrer. 


$ 4.3. Limites de fonctions numériques 


4.31.a. Dans les paragraphes 4.3-4.6, nous construirons une 
théorie des limites de fonctions numériques, i.e. de fonctions qui 
prennent leurs valeurs sur la droite numérique (achevée ou non). 
Les particularités de telles fonctions sont dues à l'existence, sur la 
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droite numérique, d’une métrique, d'un ordre et des opérations arith- 
métiques. À vrai dire, il s’agit même de deux métriques différentes : 
la métrique usuelles p (x, y) = | x — y | valable dans le domaine R 
des nombres finis, et la métrique r (x, y) (3.35.e) valable dans 
l’ensemble achevé À. Or, dans le domaine À, ces métriques sont 
homéomorphes (3.35.e); il en résulte (4.18) que l'existence d'une 
limite finie 
p = lim f(x) 
8 


ne dépend pas du choix de la métrique. 
b. Soient j (x) et g (x) deux fonctions définies sur un ensemble Æ 


à valeurs dans À. Nous notons f (x) & g (x) si l'inégalité f (xs) 
< £ (zo) est remplle pour tout x, E £. La fonction f (x) est dite 
majorée snr l’ensemble £ s'il existe un nombre fini € tel que, pour 
tout CE, on a l'inégalité f (x) < C. La fonction f (x) est dite 
minorée sur E s'il existe un nombre fini C tel que, pour tout EE, 
on a l'inégalité f (x) = C. La fonction f (x) est dite bornée (ou bornée 
en module) s’il existe un nombre fini € tel que, pour tout ré E, 
on à l'inégalité |[f (x) 1 C. 

En tout point xs € Ë où les deux fonctions f (x) et g (x) sont 
finies, nous définissons la somme f (x) + g (x) comme résultat de 
l'addition des valeurs correspondantes f (x,) et g (xo). Soustraction, 
multiplication et division sont définies da façon analogue ; la derniè- 
re, pour un polnt donné zx,, n'est possible que si le dénominateur 
ne s’annule pas en ce point. 


4.32. En développant la définition 4.23 nous dirons qu'une 
fonction numérique f (x) est 

(a) non négative (positive) suivant une direction S, 

(b) bornée (majorée, minorée) suivant S, 

(c) infiniment petite suivant S, 

(d) infiniment grande positive suivant S, 

(e) infiniment grande négative suivant S, si. respectivement, 

(a) il existe un ensemble À € S sur lequel la fonction f (x) est 
non négative (positive); 

(b) il existe un ensemble B € S sur lequel la fonction f (x) est 
bornée (majorée, minorée); on note f (x) = © (A); 

(c) lim 7 (x) = O0 (c'est-à-dire que, pour tout e > 0, il existe 


un ensemble B € S sur lequel | f (x) | e); on note f(x) = 0 (1): 
(d) pour tout CE R, il existe un ensemble B € S sur lequel 
f(2) > C; on note lim f (x) = æ; 
s 


(e) pour tout CE R, il existe un ensemble B € S sur lequel 
f (x) <C: on note lim f (x) = —. 
8 
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4.33, La relation lim { (x) = p est équivalente à la relation 
lim [f (x) — pl = 0. 


Ceci résulte des définitions d’une limite et de la distance sur la 
droite numérique À: 


pa b)=|a—bl]. 
4.34,a, Lemme. Soit limf(x) = p; pour tout e>0, il 
existe un À € S dont chaque Din vérifie les inégalités: 
|f{(x)— pl<e si p est fini, 


[a >+ si p=+oe, 
f(x) <——+ Si p— —0@%, 


Le lemme est une conséquence inimmédiate du théorème 4.33, 
compte tenu de la métrique en question (sur R et sur R). 

b. Soit un p 0 fini; on peut trouver nn e > 0 tel que l'inter- 
valle (p — e, p + æe) ne contient pas le point 0 et se compose donc 
de nombres de même signe que p lui-même. D'où: 

Si une fonction j (x) possède une limite p > 0 suivant une direction 
S, alors f (x) est positive suivant S: si f (x) possède une limite p <0 
suivant S, alors j (x) est négative suivant S. 

Le résultat est valable pour p = © et p = —, ce qui s'ensuit 
directement de 4.34.a. 

e. La proposition suivante est une sorte de réciproque de la pro- 
position b: 

Si f (x) est non négative suivant la direction S et a p pour limite, 
alors p > 0. 

En effet, si l’on avait p << 0, alors, d'après la propriété a, il 
existerait un ensemble À € S sur lequel f (x) 0. D'autre part, 
1 (x) étant non négative suivant S, il existe un ensemble B € S sur 
lequel f (x) = 0. Comme AB n'est pas vide, nous aboutissons à une 
contradiction. 

d. Soulignons que le passage « de la limite » (b) conserve le signe 
>0 (ou bien 0), tandis que le passage « à la limile » (c) conserve 
le signe 20 (ou bien <0). Si l'on sait seulement que p = 0, on ne 
peut rien conclure sur 1s signe de la fonction ÿ (x) sur les ensembles 
A € S: elle peut prendre des valeurs positives aussi bien que néga- 
tives. Si l’on sait que / (x) > 0 sur certains À € S, la limite p peut 
être positive auss! bien que nulle. 

e. Nous dirons que f (x) < g (x) (f (x) << g (x)) suivant une direc- 


tion > si la différence g (x) — f (x) est non négative (positive) sui- 
vant . 
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f. Sif (x) et g (x) ont p et q respectivement pour limites suivant une 
direction S, et que f (x) < & (x) suivant S, alors p  q. (Ceci résulte 
de la définition et de c.) 

g. Sif(x)et g (x) ont p et q pour limiles et que p <q, alors f (x) < 
<g (x) suivant S. (Ceci résulte de b.) 

h. Sif(x) gx) LR (x) suivant S et si f (x) et h (x) possèdent 
une même limite p = lim f (x) = lim k (x), alors g (x) possède aussi 


la limite p suivant S. 

J1 suffit d'examiner le cas p = O0 en remplaçant, dans le cas 
contraire, f (x) et g (x) par f (x) — p et g (x) — p (4.33). Pour un 
e > O donné, trouvons un ensemble À € S sur lequel |f (x) | <e 
et |k(z) | e; il est évident que, sur l’ensemble À, on a aussi 
| g (x) | Le, ce que nous cherchions. 


4.95.a. Si f (x) et g(x) sont bornées suivant une direction S, 
alors f (x) + g (x) et f (x)-g (x) Le sont aussi. 

En effet, supposons que l'inégalité |f (x) | C1 soit satisfaite 
gur un ensemble 4 € S, et l'inégalité | g (x) | & C2 sur un ensemble 
BE S. Si, par exemple, À © B, alors, pour tout zx € À, on 8 les 
inégalités 


fi) +e()I<Ci+C2 et If(De(DI<CiC 
ce qu'il fallait démontrer. 
b. Si f(x) et g (x) sont infiniment petites suivant S, alors f (x) + 
+ g (x) l'est aussi. 
Soient À € S et B € S des ensembles trouvés d'après un e = 0 
donné, sur lesquels |/f(x) | <> , 1I&(D1< _ respectivement ; 
si, par exemple, 4 & B, alors 


If) +eml<e, 
pour tout € A, ce qu'il nous fallait. 
e. Si f (x) est bornée suivant S et g (x) est infiniment petite Sui- 
vant S, alors f (x) g (x) est infiniment petite suivant S. 
En effet, supposons que l'inégalité |f (x) | & € soit satisfaite 
sur un ensemble À € S et que, pour un e = O0 donné, on ait un 


ensemble B € S sur lequel [g (2) | < +. Sur AB on a l'inégalité 
If(n gx) |<e, ce que nous cherchions. 
4.36.a. Si lim f(x) — p, lim g (x) = q, alors la fonction f (x) + 
8 s 


+ gx) a sur S une limite qui vaut p + q. 


En effet, f(x) + g (2) — (p + 9) = (f (x) — p) + (g (x) — 9). 
la somme d'infiniment petits, est infiniment petite (4.35.b). 
b. Si in / (x) = p, lim g (x) = q, alors la fonction f (x) g (x) 


a sur S une limite qui vaut pa. 
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En effet, f(x) 8 (x) — pq = {8 — fq + fa — pq = 1(g — 9) + 
+ qg(f — np); chaque terme est un infiniment petit d’après 4.385.c. 


e. Si on f(x) = p #0, alors Te est bornée suivant S. 
En AE trouvons un ie A € S sur lequel [f(x) | 


(4.34.a) ; pour x € À nous avons —— Ta < 5 . ce qu'il fallait don 
trer. 


d. S£ lim f(x) = p = 0, alors ER a une limite valant ne sui- 
s Î @) P 
vant S. 
En effci SERRE PPS Le PRE ({ — p) est un infiniment petit 
" hi | hf pf 
d’après c, 4.33 et 4.35.c. 
e. Si lim £ (x) = q, im 1(x) = p #0, alors L2 a la limite 


T suivant < 
p 


C'est une conséquence de b et d. 


4.37.a. Si kim f (2) = 0, alors lim Far = oo el, récipro- 


quement: si lim |g (x) | = ©, alors 7 er 0 
E S 


g (x) 
La conclusion découle de l'équivalence des inégalités | f (x) | <e 


ES _ 
fun] € 
b, Si lim f(x) = ©, alors lim [—7f (x)) = —ow. Si lim f (x) = 


= © et lim & (x) = p > 0, alors lim f(x) g (x) = ©; si lim g(z)= 


= p 0, alors lim f(x) g (x) = + Ce sont des conséquences 
immédiates des définitions 4.32 (d), (e). 


4.38, Définition. Soient / (x) et g (x) deux fonctions don- 
nées sur un ensemble Æ avec une direction S. La fonction j (x) est 
dite infiniment petite par rapport à g (x) (ou bien, si g (x) est infi- 
niment petite elle-même, infiniment petite d'ordre supérieur par 
rapport à g(x)) si 


On le note 
f (x) = 0 (g (x). 


La fonction f (x) est dite infiniment grande par rapport à g (x) (vu 
bien, si g (x) est infiniment grande elle-même, infiniment grande 
H Jak 2285 
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d'ordre supérieur par rapport à g (x)) si 


: f () 
in] 


Les fonctions f (z) et g (x) sont dites équivalentes (suivant S) si 


[= ce. 


lim ® — 4 
s f£(z) : 


a. Il découle de 4.37.a que si f (x) est infiniment petite par rapport 
à g (x), alors g (x) est infiniment grande par rapport à f (x). 
b. Si f (x) et g (x) sont équivalentes et s'il existe la limite 


où h(zx) est une fonction sur E, alors la limite 


f (z) 


UN TE 


existe et vaut L elle aussi. En effet, 


f{z) _ £G) 14) 
ht)" #@ EU + 


d'après 4.30.b. Donc, en cherchant la limite d'un rapport on peut 
remplacer son numérateur (et son dénominaleur aussi) par une fonction 
équivalente. 


4.39, Symbole EÆ. 

a. Le symbole Æ désigne une fonction dont la limite (suivant 
une direction donnée) vaut 1. (IL serait plus correct d'écrire E (x), 
mais on emploie une écriture abrégée.) Une fonction £, en accord 
avec 4.23, est appelée unité asymptotique. Evidemment, un produit 
et un quotient de deux unités asymptotiques sont des unités asymp- 
totiques. 


b. Lemme. Si lim u (x) = 0, alors, pour tout p naturel, 
(4 + u(z)}r = 1 + pEu (x). (1) 
Démonstration. D'après la formule de Newton 
(4 + (2))9 = 1 + pu (2) + LOS on (x) + ...HUuP(z)= 
—1+ pu(z) [1 + Eu (2) + + ur (]= 


= 1 + pu (2)-E, 
la limite de l'expression entre parenthèses valant { (4.36.a, b). 
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c. On se sert souvent d'unités asy mptotiques en calculnnt des 
limites. Calculons, par exemple, 
é 1 P— (1 Tr? 
Vi ER (p, 9, r, s dos nombres naturels). 
x 


D'après la définition et le lemme L, nous avons 
A+mP=t+pprE;: spatez{+r=2E; 
(+z+r) = ({1+2E2) = 1+qr£2Es —1+97E,, 


A+2) = 1+2zrEs, 252 = 25 (1 7x) —9rE,: 


(1—2r+ 28) = (1—2rE,)" = 1—22SE,E), — 1 —22sE, ; 


G+xP—(t+ztz _ (+HpzE)—(U+azEs | 
(A+2r) —(— rt ss  (+2zrEs)—(1—275E9) 


_ _PEi—GEs _, _P—3g 
2rEs + 2E8 2r+s) ? 


ce qui achève le calcul. 


d. Limite d'une fonction rationnelle R(x) 
pour æ——+o. Considérons une fonclion rationnelle 


m -1 PR ns 
R (0) = RER, Go 0, by 0. 


Pour [1 [| — oo, nous avons 


am 
R(r)= = frise: Ts 7 Ben) 
A bi € EL 
bgz" (a+ +. 47e) 
” uoZ7"E — 40 gun E,. 
boz"E) bo 


Vu les règles 4.3(-4.37, il en résulte pour mn: 


lim R(x)= 


[xl 


O0 pour m<n, 
pour m=n. 
Lorsque m > n, la fonction R (zx) a une limite infinie dont le Rs 


dépend de la direction choisie (z—> +0 ou —), du signe de © se 


et de la parité ou de l'imperité du nombre m — n. Nous laissons 
au lecteur le soir de classer les cas possibles. 


8e 
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$ 4.4. Valeurs d'adhérence d'une fonction 


4.41. Etudions le comportement d'une fonction numérique f (x) 


à valeurs dans l'ensemble des nombres réels achevé R ($ 1.9) suivant 
une direction S. Pour tout ensemble À € S, posons 


aa = inf {f(x}: xE A}, ba = sup {f(x): zx € A}; 


dans L'ensemble À. les deux quantités indiquées existent, et ax & DA. 
Deux ensembles À et B quel onques du système S étant inclus l’un 
dans l'autre, il en est de même de n'importe quels deux intervalles 
[ax, bal, (ap, bp. Posons 


E == sup ax, 1 = inf b,: (1) 
AES AES 


d’après le principe généralisé de Cantor (1.94), £ < net 
LE, nl = [| (ax, bal. (2 
AËS 


Le nombre E € À s'appelle valeur inférieure d'adhérence (ou bien 
limite inférieure) de La fonction f (x) suivant La direction S, le nombre 


n ER valeur supérieure d'adhérence (ou bien limite supérieure) de 
la fonction f(x) suivant S; ceci se note: 


=lim/f(s, n=limf(r). 
+ S 


4.42. L'égalité (2) (4.41) entraîne le résultat suivant: pour tout 
e >> 0, {Ll existe un ensemble A € S tel que 
ax =inf {f(r): re A} >E—e, 
bA = sup (f(x): rEA}<n<+e. 


(Si E appartient à R—R, nous posons $ — e — £; d'une manière 
analogue, n+e=nsi nCA —R.) 
4.43. En conséquence, nous obtenons: si E = n, La fonction f (x) 


a une limite suivant S qui vaut E = n; si Eet n sont finis et E = 1, 
alors E = n est La limite finie de la fonction f (x) suivant S. 


4.44. Réciproquement, si La fonction f (x) a la limite p suivant S, 


alors l'intervalle [E, nl = ]llea bal se réduit au point p, de 


sorte que E=1n= p. 


4.45. Pour élucider le sens des notions introduites, donnons encore 
la définition suivante (cf. la définition 3.4): 
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Un nombre y € 1? s'appelle valeur d'adhérence de la fonction j (x) 
sutvant S si, pour tout e => 0 et pour tout À € S, il existe un point 
z € À tel que 


l{()—yl<e si y est fini: 
fa >< si y = oo, 


f (2 < + si y —= —oc. 


Lorsque la fonction / (x) a une limite p suivant S, alors p est 
une valeur d’adhérence de ln fonction f (x) suivant S, mais lu réci- 
proque est, en général, fausse. 


4.46. Montrons que, pour toute valeur d'adhérence y € R de la 
RU 1 (x) on a Les inégalités E < y 10, & et n étant définis duns 
4.41. 

En effet, si y est une valeur d’adhérence de la fonction f (x) 
suivant S, alors, pour tout AES: 


aa =inf{f(x:z€e A} <y<sup{f(2:zEA}— ba 


donc, y € [T [aa, bal = [E, n1. 


Or, les points à et n eux-mêmes sont bien des valeurs d'adhérence 
de la fonction f (x) suivant S, de sorte quo Ia définition 4.41 ne 
contredit pas 4.45. Prouvons cela pour le point E. Si E est un nombre 
fini, alors, pour un € => 0 donné, il existe un A, € S tel qu < 


<ÉË—44 <%: donc, pour tout À € À, nous avons au 
Laa<E, d'où 0O<SE—4, <> Puisque a1 — inf {/(z): z€ 
€ A}, il existe un point x € À pour lequel 0 < f (x) — @, <5 el, 


par conséquent, 
1f(H —E1<e. 


Pour tout B = 4,, un tel point z existe aussi, ct l’on peul en choisir 
un dans l'ensemble 4,. Donc, Ë est unc valeur d'adhérence de la 
fonction / (x) suivant S. La démonstration pour le cas où EE A— R 
ainsi que la démonstration analogue pour le poi it n suivent le meme 
schéma. 


4.47. Conséquence. L'ensemble de toutes les valeurs d'adhé- 
rence de la fonction f (x) sur la droite achevée n'est pas vide et ses bornes 


sont les points E — limf(x) et n — lim / (x). 
5 
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4.48. Si la fonction f (x) a une limite p suivant la direction S, 
alors, comme nous l'avons vu, £ = n = p; dans ce cas, et seulement 
dans ce cas, le nombre p est l'unique valeur d'adhérence de la fonc- 
tion / (x) suivant la direction S. 


$ 4.5, Fonctions non décroissantes suivant une direction 


Une suite numérique Yi, Y2, : « :, Yns « « . 0st dile non décrois- 
sante Si H LH + Un K'Unti Le. 

Formulons une définition analogue pour une fonction numérique 
y = f (x) donnée sur un ensemble quelconque £ portant uno direc- 
tion S. 


4.51. Définition. Une fonction numérique f (z) est dite 
non décroissante suivant une direction S si, quels que soient les ensem- 
bles AES, BES, la relation B = À entraine l'inégalité 


sup {f(r):zrEB—A}<inf{/(x):xe€ A}. (1) 


4,52. Exemples. 

a, Si £ = {1, 2, ...}, alors la fonction y = / (x) est une suite 
numérique Yi, Y2, ... Soit, comme d'habitude, la direction S 
donnée sur E par les ensembles 4, — {n, n + 1, ...},n = 1, 2, … 
Montrons que la définition 4.51 se confond alors avec notre défi- 
nition initiale d'une suite non décroissante. 

Supposons que la suite /, soit non décroissante au sens de la 
définition 4.51. Pour deux ensembles 4, = {n + 1, ...} et B, — 
= {n, n+1,...}, nous avons B, — 4, = {n}, de sorte que la 
condition 4.51 (1) implique 


fn <infff,: Pp>n})< nr 


Réciproquement, 11 suit des inégalités fi <<... Lin KL... 
quels que soient À = {},, fs, . . .} ES et ACB = 
= {fn fu ..} ES, k nn, que sup {f{):zEB—A}= 
= sup fn, - +. fn} = fn Lfn = int (f(x): rE A}, de sorte 
que la suite f (x) est non décroissante au sens de la définition 4.51. 

b. Si £ = R* est un demi-axe réel a < r avec la direction S 
définie par les sous-ensembles A4 == (x € Rî: x >E}, alors La 
fonction j (x) est non décroissante pour x — 0 si, et seulement si, 
a < y <2 implique f (y) Lf (2). 

En effet, supposons que La fonction / (x) soit non décroissante 
au sens de la définition 4.51. Alors, pour deux ensembles 4, et 4, 
Ay  À,, c'est-à-dire pour y <<Z, nous avons 


f (y) < sup { (D: y KT <2} Linf{/(2:z2>7z) <f(2 
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Réciprequement, si l'on a f (y) < f(z) quels que soient y <z de 
Hf, la fouction 1) est non décruissante au sens de la définition 
4.51, puisque, si 2° € 4, — A. (c'est-à-dire y < 7 <2) et z° € À; 
(c'est-à-dire x” > 2), alors f (z°) & f (x) et, d'après 1.12.b, 

sup {/(z'): z' € (A, — À:)} < inf {f(x”): z'E À,}. 

4,53, Théorème. Si une fonction f (x) est non décroissante et 
majorée suivant une direction S, alors elle possède une limite suivant S : 
lim f (z) == sup {/ (x): xrE A}, où AES est un ensemble quelconque 

s 
sur lequel j (x) est majorée. 

Démonstration. Supposons que f (x) soil majorée sur 
un ensemble AES. Posous p+= sup {f (rx): x € A}. Pour un 
t >> O douné, trouvons un point xs € À tel que 

p—e <f (x) < p. 
L'inlersection do tous les ensembles du système S étant vide, il 
oxiste un ensemble B € S qui ne contient pas le point xs. 11 est 
alors évident que c’est la première des deux inclusions possibles 


À = B, B = À qui se réalise. Comme f (x) ne décroît pas suivant 
S,ona 


inf {/(2):z€B}>sup {/(r):rE€A—B}2>/(2) > p—e. 
Or, il résulte de B € À que 
sup{f(r):z€ B} << sup{/(x):zE A}=p 
(cf. 1.62.a). Dene, 
p—e<f(x) < p 
partout sur Ë, ce qui achève la démoustration. 


Pour une fonction non décroissante / (x) possédant une limite p 
suivant $, on ulilise la notation f(x) / p ou tout simplement 
S 


1x) 7 p. 


4.54. Une fonction numérique f (x) est dite non croissante suivant 
une direction S si quels que soient Les ensembles AE S, BES, la 
relation B = À entruine l'inégalité 


inf {f(x}: zEB — A} > sup {f(r): r € À). 


Pour les fonctions non croissantles, un théorème analogue à 4.53 
est valable: 


Théorème. Si une jonction } (x) est non croissante et minorée 
suivant une direction S, elle posséde une limite suivant S : 


Ps lim 7 (x) = inf {/(@): z€ 4), 


où A ES est un ensemble quelconque sur lequel f (x) est minorée. 


120 CH.4. THÉORIE GÉNÉRALE DES LIMITES 


Ce théorème résulte immédiatement du théorème 4.53, dès 
que l'on remarque que, dans l'hypothèse de notre théorème, 
—f (x) est non décroissante et majorée suivant S et que, si p = 
== inf {/(z): zE A}, alors, d'après 1.61, 


sup {—f (x): zE A} = —p. 


Pour une fonction non croissante / (x) qui possède une limite p, 
on utilise la notation f (x) N, p, ou tout simplement f (x) \ p. 
3 


4.55. Théorème. Siune fonction f (x) est non décroissante 
et non majorée suivant une direction S, alors 


lin f (x) == 0 
S 
(cf. 4.32 (d)). 

En effet, seit un nombre C ; la fonction / (x) n'étant pas majorée 
suivant la direction S, il existe, dans tout ensemble B € S, un point 
zo € B tel que j (xo) > C. Une fois B fixé, trouvons, dans la direc- 
tion S, un ensemble À € B ne contenant pas le point x4. Par hypo- 
thèse : 

C£sup (f(x): zEB — Aj<inf {j (x): zE À); 


donc, l'inégalité 
fa) >C 


est satisfaite en tout polnt de l’ensemble À, et notre théorème est 
démontré. 


4.56. Un fait analogue a lieu pour une fonction / (r) non crois- 
sante suivant une direction S: 


Théorème. Siune fonction numérique f (x), est non croissante 
et non minorée suivant une direction S, alors lim f (x) = —o. 


La démonstration consiste à appliquer 4.55 à la fonction —f (x). 


$ 4.6. Théorèmes fondamentaux 
sur des suites numériques 


4.61. Nous allons appliquer la théorie générale des paragraphes 
4.3-4.5 au cas de suites numériques. La définition d’une limite d'une 
suite numérique a déjà été donnée dans 3.32 (a). Rappelons-la. 
Une suite numérique {y,} == {ÿr, : . +, Un, - +: -} (Yn € À) est dite 
convergente vers un nombre p € R si, pour tout 8 > Ü, il existe un 
N naturel Lel que l'inégalité 


|P — Un | <E 
est satisfaite dès que n > N. 
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Le nombre p est alors appelé limite de la suite y, et se note: 
p = lim y. 


nm — 


Lorsque les nombres y, sont considérés comme points de l’espace 
achevé AR, la définition d’une limite finie reste la même, mais des 
limites infinies deviennent aussi possibles. Une suite y, ..., Yn, - .. 
qui converge vers + dans l’espace À est divergente dans l'espace 
R ; contrairement à d'autres suites divergentes, une telle suite est 
dite divergente vers +o. Une suite divergente vers —o est définie 
d’une façon analogue. 


4.62. Le critère de Cauchy 4.19 pour les suites 
numériques est confondu avec celui de 3.72: 

Une suite de nombres 2, . . ., z,, . . . possède une limite (finie) 
si, et seulement si, pour tout e => 0, il exisle un nombre N tel que 


ÎTm — In | LE 
quels que soientm>N,n>N. 


4.63.a. Conformément à Ja définition 4.32 (b}), une suite x,, ... 

, Tns - . … @st dite majorée pour n —+ oo (minorée, bornée) s'il 
existe un nombre € et un nombre # tels que, pour tout nr > NW, 
on a l'inégalité x, &<C (2, >C, |zn | LC). D'ailleurs, ce n'est 
qu'un nombre fini de numéros de 1 à V—1Â qui ne satisfont pas à la 
condition r > N: l'ensemble des nombres z,, ..., x ,_-, étant horné, 
on peut ne pas citer le nombre W dans la définition d'une suite 
bornée; on peut aussi bien omettre l'expression « pour nr -+ 00 ». 

b. Ensuite, conformément aux définitions 4.51 et 4.54, une 
suite Zr, æ2, . . . est dite non décroissante inon croissanie) pour 
n > 0 s'il existe un tel que, pour n > W, l'inégalité z,4, > zx, 
(Znyr L Th) est satisfaite. 

c. En vertu du théorème 4.54, toute suite x,, z2, . .. majorée 
et non décroissante possède une limite pour n —+ oo. D'une façon ans- 
logue (4.54), une suite z1, z2, . . . minorée et non croissante possède 
aussi une limite. Et si une suite non décroissante (non croissante) 
n’est pas majorée (minorée), elle converge vers co (0) (4.55, 4.50). 

d. Exemple. Soit la suite numérique 


un=(1+4+)" (m1, 2, ...). 


Montrons que cette suite possède une limite finie pour nr —+ œ. 
En effet, d’après la formule du binôme de Newton: 


4 \n 1 n(n—!l) 4 n(n—1i}(n—2} 


1415 (12) + (1-5) (1—2)+..: 
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lc nombre de termes de cette somme et chaque terme croissent avec n, 
donc Îles nombres uw, croissent eux aussi. Ensuite, cn remplaçant 


k 
Î— — par 1, nous obtenons: 


un <1+i+er+t + < 


de sorte quo La suile u, est majorée. En appliquant c, nous voyons 


que la limite de la suite u, existe. Cette limite cest désignée par la 
lettre €: 


= lim (1 ++) , 


To 
Ceci dit, il est clair que 2 <e 3. Un calcul plus exact montre 
que e == 2,71828 . .. On peut démontrer que lé nombre € est irra- 


tionnel (cf. l'exercice 14 du chapitre 8) ct meme transcendart (théo- 
rème de Hcrmite *)). 


4.64. Citons d'autres définitions et faits concernant drs valeurs 
d’adhérence des suites rumériques. Conformément à la défimition 
4.45, nn point EE À s'appelle valeur d'adhérence d'une suite x, 
st, pour tout e => 0 et tout , il existe ur numéru n :>.V lel que 


[zn — El <e si E est fiui, 
In —1/e si 12 = ‘—-00. 


Pour lout 7. posons 
An = US {Tue Tngr, - - -} € Ji, 
bu = SUP {zu Tngis - - .} € R. 


D'après 4.41, Les intervalles la,, b,) de la droite uunrérique achevée 
forinent uuc suite d'intérvalles emboités avec [Ë, nl pour intersec- 
tion, où Ë = sup a, n = inf b,. Toutes les valeurs d'adhérence de 
la suite x, appartiennent à l'intervalle [&, nl; de plus, les points 
E et neux-mèmes sont toujours des valeurs d’acthérence et s'appellent 
limites inférieure et supérieure respectivement de la suite: on le 
désigne coinmo suit: 


E = lim Zn = ln Tn. 
= n00 


*) Voir, par exemple, {8]. 
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Lorsque Ë = n, La suite x, a pour limite E — n (CA). Lorsque E =n 
tout en étant jini, la suite x, a une limite finie E = n. Méciproque- 
ment, si la suite x, à une limite p, alors & = n = pet la suite x, 
a le nombre p pour son unique valeur d'adhérence. 


4.65. Limite d’une suite et limite d'une 
fonction. Si une fonction jf (t) définie pour { => t, possède une 
limite pour { —+ o, disons Ilm jf ({) = p, alors la suite des nombres 

io 


Yn = fn) (nr entiers supérieurs à to) 


possèdo la même limite p (4.16.a). 

La conclusion réciproque sur l’existence de la Limite d'une fonc- 
tion f (x) définie pour x > x, à partir do l’existence de la limite de 
la suite f (n) n’est pas valable. Ainsi, La fonction f (x) = (x) (partie 
fractionnaire de x, 1.71) n'a pas de limite pour x —+ 0, bien que 
f{(n) = (n) = 0 ait O pour limite. 


4.66. Tout de même, le théorème suivant a lieu: 

Théorème. Pour qu'une fonction f (x) définie pour x > xo 
ait une limite, lorsque x —+ 00, il faut et il suffit que toute suite f(x,) 
{où x, > xo est une suite quelconque divergente vers oo) possède une 
limite. 


Démonstration. 1) Si f(x) a une limite p pour zx — œ 
alors toute suite f(x,), où zx, —> 0, a la même limite p. 

Ceci résulte toujours de 4.16.a. 

2) Si f(x) n’a pas de limile pour x —+ 0, alors le critère de 
Cauchy 4.19 n'est pas satisfait. Donc, pour un k = 0 et pour tout n, 
on peut trouver des poinis 2: >> n, æ > n tels que 


LÉ (tn) — fa 1e. (1) 
Considérons la suite 
D Vi Las Dis sen Æni ns des: 


Il est évident qu'elle tend vers oo et que la suite des valeurs 
corrospondantes de la fonction f (x): 


f(x), 1), f (2),  (), - 


n'a pas de limite puisque (1) montre que cette suite ne satisfait pas 
au critère de Cauchy. 

Les faits exposés n'écartent pas la possibilité de conclure, dans 
des cas spéciaux, sur l'existence de la Jlimlte, pour z—00, d'une 
fonction /(x) à partir de l'existence de lim f (n) si l'on utilise des 


n+0 
proprietés supplémentaires de la fonction f (x). 
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$ 4.7. Limites de fonctions vectorielles 


4.71. Considérons ici les fonctions f (x) à valeurs dans l’espace 
n-dimensionnel À, (2.61). L'espace n7-dimenslounel étant métrique, 
la définition d'une limite suivant une direction $ est applicable, 
et, pour uno telle limite, les propriétés données dans & 4.2 sont 
valables. De plus, certaines propriétés des limites de fonctions numé- 
riques mentionnées dans $$ 4.3-4.5 restent vraies pour des fonctions 
à valeurs dans À,, notamment les propriétés liées aux upérations 
linéaires et n'’utilisant pas l’ordre. Voyons-les brièvement. 


4.72. Pour les fonctions à valeurs dans un espace n-dimensionnel 
R,, les opérations suivantes sont définies: 


a. Addition: si deux fonctions j (x) et g (x) prennent Îles 
valeurs dans l’espace À,, leur somme. c'est-à-dire la fonction égale, 
pour tout x, € Æ, à la somme f (x0) + g (xo), est une fonction à 
valeurs dans À,. 


b,. Multiplication par une fonction ré- 
elle: si une fonction f (x) prend les valeurs dans l’espace R,, 
et si une fonction & (x) a les valeurs réelles, leur produit, c'est-à-dire 
la fonction égale, pour tout x, € ÆE, au produit & (x,) f (xo), est une 
fonction à valeurs dans l’espace R,. 

c. En cas de n =: 2, où les fonctions vectorielles j (x) et g (x) 
peuvent être interprétées comme fonctions à valeurs complexes, 


Le 


le produit f (x):g (x) et le quotien (le dernier pour g (x) # 0) 


sont définis d'après les règles ee sur les 10mbres complexes. 


4.73.a, La relation lim f(æ)—=peER, est équivalente à 
lim [f (a) — pl = 0'et à lim |f (2) — pl = 0. 


b. Une fonction f (x) à valeurs dans À, est dite Vornée suivant 
une direction S s’il existe un nombre fini ec et un ensemble À € S 
dont chaque point vérifie l'inégalité Ff (x) |< €. 

Si f (x) et g (x) sont bornées suivant une direction S, la fonction 


f(z)+g(z) l'est aussi. 
c. Si lim f (2) = p£CAR,, lim & (x) = g€R,, alors la fonc- 


tion hbee possède, suivant la direction S$S, une limite valant 
Pp +9: 
Jin |f (x) + g (x)l = lin 1 (x) + lim g (x). 
5 


$ 4.7. LIMITES DE FONCTIONS VECTORIELLES 125 


d. Si limf(2) =pER,, limaæ(zr) =1ER, alors la fonction 
8 5 
a (x)-f (x) possède, suivant la direction S, une limite qui vaut lp: 


lion @ (x) f (x) = lim @ (x) «lim f (x). 
s S S 


e. En cas de n — 2, où les fonctions vectorielles f (x), g (x) 
peuvent être interprétées comme fonctions à valeurs complexes, de 
sorte que l'opération de multiplication a un sens, nous avons: si 
lim (x) = p£C, lim g (x) = qEC,.alors lim f (2) g (x) = pq et 


1 (2) 


lim 6 — L (la dernière égelité pour g # 0). 


f. Exemple. Dans le plan C des nombres complexes z — 
= x + iy définissons la direction z — oo formée de tous les ensem- 
bles À. de la forme 

= (EC: 1z1>r}. 


Les propriétés d'une direction (4.11) |sont, évidemment, remplles, 
et on peut discuter l'existence de la limite lim / (z) pour des fonc- 
Zn 


tions f (2) définies pour |Zz|>ro. En particulier, si f (z) = + 
pour z # Ü, nous avons: 
1 
nr 
puisque, quel que soit & => 0, nous avons 1 (z) | = = <e sur 
l'ensemble 


Ain = (rec:1si> +}. 


Ensuite, pour tout polynôme de la variable J., c'est-à-dire pour 


tout polynôme de la forme 
do+ +... + 


zn 


aux coefficients complexes &o, &i, . . à An, On à, en vertu de c ot e: 
ira im (ao + + +...+# = =) = Z jo. 


4.74, Une fonction f (x) à valeurs dans un espace n-dimensionnel 
R, peut être mise sous la forme | 


1 (x) _ (: (x), . ' ., În (z)), 
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où /, (x) sont les coordonnées du vecteur f (x) qui représentent des 
fonctions numériques. De plus, l'inégalité suivante a licu (2.68 (7)): 


Ras | fn (2) — fa (Y)1< V 2 3 (2) — 13 G) < 


UT TI (1) 
Nous en tirons une conclüsion importante: 


Théorème. Une fonction f (x) € Hi, a une limite suivant une 
direction S si, et seulement si, chacune des fonctions numériques 
f(x), - - -, fn (x) à une limite suivant la direction S. 


4.75. Forinulons, pour l’espace R,, le critère de Cauchy (4.19) 
qui est valable, car 2, est complet (3.72.c). 


Théorème (critère de Cauchy pour A). 
Pour qu'une fonction f (x) à valeurs dans R, ait une limite suivant 
une direction S, il faut et il suffit que, pour tout e => 0, il existe un 
ensemble À € S tel que, quels que soient deux points x et y de À, on ait 


D HIS e. (1) 


! Exercices 


1. Démontrer que si une suite z,, € R est convergente, alors la suite |z,, | 
l'est aussi. Est-ce que la réciproque est vraie? 
2. Pour deux suites réclles ‘quelconques a, ot 6, 


lim an + ITm bn < Tim (an + On) «, liman 4-1 bn 


lim an +limb, > lim (an +bn) > lim an + im db. 

3. Si une suile a, converge, alors toute sa permutalion a,,. 4, - .. 
... Anh, +. converge vers la même limite. Est-ce que tn convergence d'une 
suite résulte do ta convergence de l'une de ses permutations? 

#, Si une suite a, converge, alors, pour touto suite &,, nous avona: 

Tin (an + bn)=1im an + Ïin bn. 
5. Si, pour une suite a, ct pour toute suite b,, on a 
Him (an +bn)=tliman Fm bn: 
alors Ja suite an converge. 


6. Soil r,—a, z, —=b, CES (a +-b), ..., ?n =+ (7n-1+Tn=2), --. Trou. 
ver limzn. 
7. Soit a > 0, z9 > 0 et 
I 


1 
Tnt = (+) (n=0, 1, 2, ..,) 


Démontrer qus lim zn-+ V/a. 
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8. (Moyenno arithmético-géumétrique de Gauss). Soit a > 0, b=> 0; posons 


Zn TYn 
D 


Zi=a, ÿy—=b. ..., Zns1= Vznun;, Un+1 = , -.. ; démontrer que les 


nombres 7, et yn ont une limito communo. 
9, Si msx {pris -..e Pmi= Pi (P32> 0, ..:, Pm > 0), ators 


n/ m 
lim V D Pr. 
n — 90 h=—1 


10. Une droite y—kz+b est asympiote à une courba y—f(x), pour 
z —+ +00, si 
lim (/(x)— (746) —0. 
R—+ + 


Démontrer que la courbe y=—f(z) possède une asymptote pour z —+ +o 
si les limitss 
lim/@), Jim [ras Jim 12 | 
X—o  T L—+o Zn+o JT 
existent, et dans ce caa seulement. 

11. Soit / (z) une fonction définic sur un sspace métrique A à valeurs dans 
un espace métriqus P. Nous disons qu’un polnt p € P eat une limite « renforcée » 
de la fonction f (x) dans la direction z— a € M si, quel que soit e => 0, il existe 
un Ô => 0 tel que, pour n'importe quels d € M tels que p(z, a) << 8 (sans 
excepter le point x— a), l'inégalité p ({ (z), p) << e est satisfaite. 
La limits « renforcée + n'entre pas directement dans ls schéma 4.12 ds la limite 
suivant une direction. Montrer que pour qu'un point p € P soit une limite « ren- 
forcée » de la fonction f (x) pour z— a, il faut et il sufiit qus p soit une limits 
de la ionction f (z) suivant la direciion z—ja et que, ds plus, f (a) = p. 

12. Soit y (z) une fonction définis sur un ensemble X portant une direction 
$ = {4, } et à valsurs dans un espace métrique Y : soit z (y) une fonction définis 
sur Ÿ à Valours dans un espace métriquo Z. La fonction composée 3 (z) = 2 {y (z)} 
cat définie sur X ct prend sea valeurs dans Z. Supposons qus les limites 


p= limy(:)ey, g=limz(y)eZ 
S uw Q 
existent. ; 
Peut-on dire que la limite lim z (z) existe ells aussi ? Si oui, est-ells égals à 9? 


13. Dans l'hypothèse de l'exercice 12, démontrer les propositions suivantes: 

a) S’il exists un susemble À € S$ aur lequel y (z) ns prend pas la valour p, 
alors z (?) possède uns limite g. 

b) S'il existe un ensemble 4 € S sur lequel y (x) est identiquement égals 
à p, alors z (z) possède une limite 2{p). : 

c) Si, sur tout ensemble À € S,1a fonction y (x) prend la valeur p aussi bien 
que des valeurs différentes de p, alors la fonction z (z) a uns limite si, et scule- 
ment Si, q = 2 (p) (c'est-à-dire que q est une limits « renforcés + ds la fonction 
z (y) pour y—p) et dans ce cas: 


lim z (z) = q. 
8 


Histarique 


La première définition correcte d'uns llmite d’une fonction numérique est 
donnée par Cauchy dans son « Cours d’analyde de l'Ecole polytechnique » (1821). 
Cauchy établit les théorèmes fondamentaux sur l’exlstence de limites ds divers 
genres, en particuliar celles de fonctions et Buites monotones. C'est toujours lui 
qui introduit les notions de limites APS et Inférleure. Les notions plus gé- 
nérales de limite sont proposées par Chatounovski (1923), Moore et Smith (4923). 
La convergence s« suivant une direction » est un cas spécial ds la convergsncs 
« suivant ua filtre s de H. Cartan (1937) [{61. 


CHAPITRE 5 


Fonctions continues 


Men but gere a été ds concilier 
la rigueur, dont je m'étais fait uns loi 
dans mon Cours d'anulyse, aver la sim- 
piieité qui résulle de la considération 
directe des quantités infinimont potitos 


Au. Cauchy (1823) 


$ 5.1. Fonctions continues sur un espace métrique 


5.11. Soit f (x) une fonction donnée sur un espace métrique M 
à valeurs dans un espace métrique P. Soit a € M un point fixe non 
isolé (4.15.a). Considérons la direction x + a (4.15.a) formée des: 
boules U, (a) = {xz: p (x, a) <r} dépourvues du point a. 


a. Définition. La fonction f (x) est dite continue pour 
z= a le point a est alors appelé point de continuité de la fonction 


f (x)) si 
lim f(x) = f(a). 


Autrement dit, la fonction f(x) est continue pour x = a si, quol 
que soit e => 0, il'existe un 6 > 0 tel que p (x, a) <6 implique 


p (7 (x), f (a)) <e. (1) 
Pour f (x) numérique, l'inégalité (1) prend, naturellement, la forme : 
_ If —-f(h)i<e. 


b. 1! résulte de 4.66 une autre définition de la continuité: la 
fonction f (x) est coutinue pour x = a si f(x,)—f(a) (dans P) 
pour toute suite zx, —+ & (dans M). 


c. Tout point isolé a € M est, par définition, uu point de con- 
tinuité de ta fonction f (x). 


d. Définition. Tout point x qui n'est pas un point de 
continuité de La fonction f (x) s'appelle son point de discontinuité. 

e. Définition. Uno fonction continue en tout point de 
l'espace M est dite continue sur M. 

f, La définition de la continuité de ta fauctiou f (x) en un point 
a dépend, naturettement, des inétriques données sur les espaces M 
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et P. Cette définition oouvant être formulée dans les termes de 
suites convergentes (b), la propriété d'une fonction d'être continue 
en un point a, aussi bien que sur tout l’ensemble M, n'est pas violée 
en remplaçant les métriques des espacks M et P par les métriques 
homéomorphes (3.34). 


5.12.a. Une fonction constante 


f (x) = Hoi 
Yo étant un point fixe de l'espace P (4.21), sert d'exemple évident 
d'une fonction continue avec M pour domaine de définition et P 
pour domaine de valeurs. 
b. En tant que deuxième exemple, considérons la distance 
p (x, a) d'un point fixe a. C’est une fonction numérique sur l’espace 
métrique M. Sa continuité en tout point zx — x, de l'espace M 
découle «do 3.32.b. 


5.13. Les propositions suivantes ralatives aux fonctions numé- 
riques permettent de construire de vastes classes de fonctions con- 
tinues ; 

a. St deux fonctions numériques f (x) et g (x) sont continues pour 
z = To, alors h (x) = f (x) + g (x) est aussi continue pour x = xs. 

C'est une conséquence de 4.36.a. 

b. Si f(x) et g(x) sont continues pour x = x,, alors p (x) = 
= f(x)°g (x) est aussi continue pour = = x. 

C'est une conséquence de 4.36.b. 

c. St f(x) et g(x) sont continues pour x = x, et g (xs) Æ 0, 


alors q (x) - € est aussi Continue Dour Z = ZT. 


C'est une conséquence de 4.366. 

d. La fonction numérique y = x définie sur la droite numérique 
R est, évidemment, continue sur R. Il! résulte des propositions a, b 
et c que fout polynôme ag + @rxr +... + a,zx" est partout continu 
sur R et que toute fonction rationnelle r (x) a Re 
est partout continue sur R sauf en des points où son dénominateur 
s'annule. 

e. La fonction numérique y = &, (#-ième coordonnée du vecteur 
x = (E,, ..., E,)) est. évidemment, lune fonction continue sur 
l'espace n-dimensionnel À,. Il résulte des propositions ac que 
tout polynôme par rapport aux Coordonnées du vecteur x est partout 
continu sur R, et loute fonction rationnèlle des coordonnées du vecteur 
zx est partout continua sur R,, sauf en dks points où son dénominateur 
s'annule. 


5.14. Soit f (x) une fonction continue définie sur un espace mé- 
trique M, à valeurs dans un espace métrique P. Soient, ensuite, 
G& P un ensenible et H = {x7C€M:f{(x) EG}. 


4 ak. 22845 
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a. Si G est ouvert, H l'est aussi. 

En effet, soient x, € H; f (xo) € Get soit V = {y € P: p (y, f(xo)) << 
<e} une boule de centre f (x3) dans le domaine G. Trouvens un 
6 > 0 tel que p(x, x) <<6 implique p (f(x), f (xo)) <e. Alors 
la boule U = {x: p(x, xo) <6} est dans H. 

b. Si G est fermé, H l'est aussi. 

En effet, l'ensemble {x: f (x) € P — G} qui est ouvert en vertu 
do a est le complémentaire de l’ensemble {x: / (x) EG} dans M. 

c. Conséquence. Si f(x) est une fonction numérique con- 


tinue, alors, pour tout c € R réel, les ensembles 
{z7EM:7}(x) <c}, 
{27EM: f(2 > c) 
sont ouverts, et les ensembles 
{z: f(G)<c}, 
{z: f(x) > c}, 
{z: f(x) = c} 
fermés. 
d. Sifi (x), ..., fm (z) sont des fonctions numériques continues, 


alors, quels que solent &, ..., Gms bus +. bn réels (de R), l'en- 
semble 


{z: a <fi (2) <br ..., Am <Îm (2) bn} (1) 
est ouvert, et l'ensemble 
{z: a < /: (x) < ba, ._…. Am < Îm (x) < bn} (2) 


fermé. 

Ceci résulte de c compte tenu des théorèmes sur l'intersection 
d'ensembles ouverts (3.22) et fermés (3.54). 

e. Etant donnée la proposition d, bien des figures de la géométrie 
élémentaire décrites par les systèmes d'inégalités (1) ou (2) s'avè- 
rent respectivement ouvertes ou fermées. Ainsi, dans un espace 
n-dimensionnel, un ensemble de la forme 


{z: Ay LT LD: - ., An En < bn} 


est ouvert, et un ensemble de la forme 
{az <b,,..., a Lzn KL bn} 


fermé; le premier est appelé pavé ouvert, le second pavé fermé. 

Dans le plan z,, x°:,'un m-gone décrit par m inégalités de la 
forme a;x, + b;x, <cy (j = 1, ..., m) est un ensemble ouvert 
appelé m-gone ouvert; si l’on remplace, dans lesdites inégalités, 
le symbole << par <<, on obtient un m-gone fermé. Dans un espace 
n-dimensionnel, on définit d’une façon analogue tes polyèdres ouverts 
et fermés à l'aide d'inégalités qui relient des fonctions linéaires des 
coordonnées. 
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Celles des figures mentionnées qui sont fermées et bornées en 
même temps sont des compacts en vertu de 3.96.e. 


5.19. Continuité d'une fonction composée. 
a. Soient M, N, P des espaces métriques avec pour distances 
Pur Pa: P? respectivement. Soient y = f (x), z = o (y) deux fonc- 
tions dont les domaines de définition et les domaines de valeurs 
sont respectivement M et N et Net P. La fonction composée z = 
= ff (x)l = h (z) est définie dans 4 et prend les valeurs dans P. 


Théorème. St y = f(x) est\ continue POUr ZT = Xp ef Z2 = 
= p{y) l'est pour y = yo = f (to), i alors la fonction z = h(x) est 


continue pOur Z = Zo. | 


Démonstration. Soit un &e > 0. En partant de la con- 
dition lim (y) =  (y,) trouvons un nombre ++ 0 tel que 
V 


vs | 
pw (y, ÿo) <T implique pr (p (y), p (yo)) << e. Ensuite, à t'aide 
de la condition lim f(x) = f (xs) et de + trouvé, choisissons un 


<— . 
6 O tel que par @, x) <6 implique px (y, vo) = px (f (x): 
f (zo)} << +. Alors. pour pm (r, xs) << 6, nous avons 


Pr (k (x), k(xo)) = pp (q{Ù (x)), æ Ü (xo))) = 
= pp (p (y), p (yo) <e,  c.q.f.d. 


b. Si f (x) est une fonction continke définie sur un espace métrique 
M, à valeurs dans un espace métriqueiN et si b € N est un point fixe, 
alors la fonction numérique 


h (x) — p (4 (x), b) 


est une fonction continue de x € M. 

C'est une conséquence de a et .de 5.12.b. 

En particulier, st une fonction numérique f (x) (à valeurs dans R) 
est continue sur un espace métrique M, alors la fonction | f (x) | — 
= p(f (x), 0) est conitnue elle aussi. 


5.146. Fonctions continues sur un compact. Les 
fonctions continues sur un compact métrique À (3.91.a) possè- 
dent certaines propriétés spécifiques que nous etudions ici et dans 


9.17. 


a. Tlhéorè mo. L'ensemble de ioutes les valeurs d'une fonction 
continue f (x) définie sur un compact M est compact. 


Démonstration. Soit f(r:), ..., f(x,), ... une suite 
quelconque de valeurs d'une fonction continue f (x) définie sur un 
compact M. Extrayons de la suite des points z,, ...,x,, ... 
une suite convergente zn, (4 = 1, 2, ...): par exemple, xs, —+a. 


9e 
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La fonction f(x) étant continue pour x = 4, on a f(z,,) —+f (a). 
Ainsi, on a extrait de la suite f (r,) une sous-suite convergente, ce 
qu'il fallait démontrer, 


b. Conséquence(théorèmede Weierstrass). 
Une fonction numérique continue (à valeurs dans R) définie sur un 
compact M est bornée et atteint sur M ses bornes, c'est-à-dire que si 
a =inff(z), B = sup} (x), alors il existe les points aE M, pEM 
tels que a ='f (9), 8 = f Up. | 

La démonstration est immédiate si l'on part de 5.16.a et des 
propriétés d'un ensemble compact sur la droite numérique (3.96.f), 

c. Dans l'hypothèse de b, choisissons pour compact M l'inter- 
valle a Sr b de la droite numérique, et soit f (a) = f (b). On 
peut alors affirmer que l’un au moins des points p, q figurant dans 
le théorème de Weierstrass se trouve dans l'intervalle (a, b). En 
effet, si la fonction / (x) est constante et vaut f (a), on peut choisir 
pour g = p n'importe quel-point de l'intervalle (a, b). Supposous 
que / (x) ne soit pas constante et que certaines de ses valeurs puissent 
être supérieures, par exemple, à / (a). Alors f = sup f (x) > f (a). 
D'après le théorème de Weicrstrass, il existe un point p € la, b] 
pour lequet / (p) = B. Or f(a) = j(b) <, donc p € (a, b). Si 
f(x) prend des valeurs inférieures à f (a), on fait le raisonneinent 
analogue pour le point q en lequel inf f (x) est atteint. 


5.17. Continuité uniforme. 


a. Définition. Une fonction y =f(r) définie sur un 
espace métrique M, à valeurs dans un espace métrique P est dite 
uniformément continue sur M si, pour tout e>> O, il existe un Ô >> 0 
tel que p (z1, 7) << 8 implique p {f (z:), f (12)] << e quels que soient 
les points z;, et z, de M. | 

Il est évident que toute fonction uniformément continue est 
continue en tout point de: l'espace À. 

Mais, dans le cas général, la continuité d’une fonction } (z) 
sur un espace M n'implique pas sa continuité uniforme. Par exemple, 
la fonction y — z? est bien continue sur le demi-axe 0 < x << 
(5.13.d) sans être uniformément continue sur lui parce que 


un (x, — 22) (ri + 22), 


et la condition |[z, — x; | << 6 n'implique süreinent pas que 
Jzi — x} est bornée par une constante. 

b. Dans le cas où M est un compact métrique, le théorème 
suivant a lieu. 


Théorème (Heine). Une jonction continue y —j (x) définie 
sur un compact métrique K\,\ à valeurs dans un espace métrique P est 
uniformément continue ‘ur K. 
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Démonstration. Supposons que la fonction f (x) ne soit 
pas uniformément continue sur X. Alors, pour un e => 0 ot pour 
tout 6 = 0, il existe deux points x’, x” dans X pour lesquels 
px’, x<6, mais p (f(x), f(z7)) > e. Donnons au nombre 6 


: t 
les valeurs successives ô = 1, +, ..., —,. Pour tout ô——, 


trouvons convenablement les points z, et A de sorte que p (zn, Zn) << 


<< ô — JL, mais 
p f(x), f(x)1>e. (1) 
Puisque Æ est un compact, on peut extraire de la suite x, une 
sous-suite convergente Zn. Zn,» Ro Zngs : + To € K. Comme 


, - 1 
P (ang, Zny) 57, On à 
Prn,s To) <P(rn,s Zn) + P (Zn, To) —+ 0, 


de sorte que Zn,, Zn,s : + +, Zngs - : . ze La fonction y = f (x) 
eat définie et continue pour z = x5; étant donné e, trouvons 6, >> 0 
tel que 


AROMRACOUES 
dès que px, zo) << 69 Puisque 2! 276, tn, —70. la dernière 
inégalité est satisfaite pour tous les points z3,, æn, à partir d'un 
certain numéro. Donc, pour ces points, on a 


PU en) Fa) <<, PUR) FI < +, 
d'où 
plf (an). f (rl < e, 
ce qui contredit (1). Le théorème est démontré. 


c. Oscillation d'une fonction. Soit toujours f (x) 
une fonction définie sur un espace métrique M à valeurs dans un 
espace métrique P. Construisons la fonction numérique 


oy (6) = sup p (x), f (x2)). 


Pizi. zs)<6 


Elle a pour argument un nombre positif 6. Sf la fonction f (x) est 
uniformément continue sur W, alors &w}, (ô) est finie pour tous les 6 
assez petits et, selon la définition de la continuité uniforme, 


lim wy (6) - 0. (2) 


En particulier, si M est compact, ce fait a toujours lieu d'après 
le théorème de Hoine. 


134 CH,5. FONCTIONS CONTINUES 


Réciproquement, si wy (6) est finie pour tout ô -—, O assez petit 
et si l'égalité (2) est satisfaite, alors la fonction f (x) est uniformé- 
ment continue sur l'espace M. 

La fonction w, (6) s’oppolle oscillation de la fonction f (x) sur 
l'espace M. 

d. Pour des fonctions numériques f (z) (qui prennent les valeurs 
sur la droite numérique À, munie de la métrique usuelle p (f, g) — 
= |[f— gl), la fonction w}, (6) possède les propriétés suivantes: 

1) w44 (6) & os (6) + 0 O6): 

2) was (6) = Aw, (6) (4 > 0 onene: 

3) © (8) < sup | f (x) l:w4 (6) + w, (6) sup 1 g (x) |. 

Les deux premières propriétés résultent directement de la défi- 
nition. Pour établir la troisième, on se sert de l'inégalité 


Lf Gi) g (ri) — f (za) & (ze) | = 
= | f (x) & (x) — f (xi) g (te) + f(x) 8 (ze) — 
— f (za) 8 (2) | LUF (mi) 118 (x) — 8 (æ2) | + 
+ fa) —-fGdtie()1< 
< sup | f (2) fl g Ge) — & (ce) | + 11 (&1) — f (ea) lesup | g (à) |. 


5.18. Fonctions continues de deux varia- 
blos. En analyse, on a souvent affaire à des fonctions continues de 
deux variables (ou plus). Soient M, et M, deux espaces métriques 
et p, et p2 les métriques respectives. Une fonction f (x, x) qui 
a pour variables indépendantes les points x, € M, et x: € M2 et 
pour valeurs les points d'un espace métrique P est dite continue 
par rapport à l'ensemble des bartables x, x, pour x, = 2%, rs = 2 si, 
pour tout e > Ü, on peut trouver un ô > 0 tol que p {f (z1, x2), 
fr, xl <e dès que pi (ri, 2°) << 6, p2 (ze, 2°) << 8. il est aisé 
de voir qu'au fond cette définition n'est pas nouvolls et coïncide avec 
La définition de la continuité ide La fonction f (x;, x2) en tant que fonc- 
tion d'une variable x = (x, x2) qui est un point du produtt M = M, x 
x M2 des espaces métriques M, et M2. Rappelons (3.16) que, dans ie 
produit cartésien M, la métrique est définie suivant la règle: si 
z = (a. 2), y = (y, y), on pose px, y) = max lp: (z1, yo), 
Pe (ze, y2)l. On peut considérer la fonction f (x,, z2) de deux varia- 
bies comme fonction f (x) du point x = (x,. r2); sa continuité en 
un point 2° = (x°, x?) signifie que, pour tout e = 0, il existe un 
6 > O tel que p (x, z°) — max {p, (x1,.21), pe (za, 2] < 8 implique 
| f (x) — ne: |<<e. L'inégalité p (x, 1°) << 6 étant équivalente 
à deux inégalités p, (x,, x?) << 6 et p2 (x, x) << 6, les deux défini- 
tions données de la continuité sont équivalentes. 

Nous avons signalé deux autres métriques sur le produit M — 
= M, x Ma Sa Vu qu'elles sont homéomorphes à la métrique 
utilisée ci-dessus (3.34.e), on n’a pas besoin de les expliclter ici; 
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il résulte de 5.11.f que l’ensemble des fonctions continues (à valeurs 
dans un espace fixe P}) est le même pour chacune de ces trois mé- 
triques. 


$ 5.2. Fonetions numériques continues 
sur la droite numérique 


5.21.a. Dans les paragraphes 5:2-5.7, nous considérons des 
fonctions f (zx) d’une variable x parcourant un ensemble £ de la 


droite achevée À qui est muni de la métrique r (x, y) de l’espace À 
(3.35.e). Les valeurs de la fonction f (x) sont supposées appartenant 


elles aussi à l'espace À avec la même métrique. D'ailleurs, si xs 
ou bier f (xs) est fini, alors, la métrique r (x, y) étant homéomorphe 
à la métrique usuelle p (x, y) = | x — y | dans un domaine fini, 
on peut employer la métrique usuelle (3.13.a) s’il s’agit de la con- 
tinuité de la fonction 7 (x) pour x — x, (respectivement pour les 
valeurs de x ou de f (x)). | 
b. Considérons de ce point de vue une fonction rationnelle 
__ agzn+ ant... an 
AO = pu 7 vues =g 
définie pour x € À, sauf pour les points où le dénominateur s’annule. 
Si l'on complète sa définition par les conditions 
f (—oo) = lim f(x), f(oo) = lim f(x) 
L— — C0 T—+o 


(l'existence do ces limites dans À a été démontrée dans 4.39.d), 


alors on obtient une fonction à valeurs dans À qui est aussi bien 
continue aux points oo. 


c. Lemme. Si une fonction numérique à valeurs dans R est 


continue pour x = a € À, alors, quel que soit e-, 0, ll existe une boule 
Vs centrée en a, i.e. l'ensemble de la forme 


|z—al< 6 si a est fini, 

2>+ si a— +oo, 

z<—+ sl a= — ©, 

dont chaque point vérifie l'inégalité : 
|f(z)—f(a)] <e si f(a) est fini, 
fD>+  sif(@)=+, 
1 

fa)<—— st. f(a) = — 0. 
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De plus, la boule V4 peut être choisie de façon qu'en tout son point 
la valeur de la fonction f (x) soit de même signe que Le nombre f (a) 
si f(a) 0. E 

Ceci résulte de 4.34.a,b, de la définition de la métrique dans A 
(en particulier, 3.35.f) et de la définition de la continuité. 


5.22. Théorème (Bolzano). Si une fonction numérique à 
valeurs dans R est continue sur un intervalle [a, bl € K et prend les 
valeurs de signes contraires à ses extrémités. alors il existe à l'intérieur 
de l'intervalle un point c pour lequel f (c) == 0. 


Démonstration. Soit, pour fixer les idéos, f (a) << 0, 
f(b)= 0. D'après 5.21.c, l'inégalité f (x) << 0 reste valable pour 
tous les x assez proches de a et l'inégalité f (x) > 0 l'est pour tous 
les x assez proches de b. Posons 

c— sup {rEla, bl: f(x) < 0). 
Vu ce qui précède, le point c ne peut se confondre avec a, ni avec b. 
D'après la définition de la borne supérieure, on a f (x') > O0 pour 
z'> c, ot, pour tout ô -— O, il existe un x” > c — 6 tel que f (x) < 
<< 0. Ainsi, dans Lout voisinage du point ec, il existe des points x’ 
et x” tels quo f (x°) > 0, f [x”) << 0. Or, d'après 5.21.c. c'est impos- 
sible si f (c) Æ 0. Donc f (c) — 0, ce qu'il fallait démontrer. 


5.23. Conséquence. Si une fonction f(x) est continue 
sur un intervalle la, b], À = f (a)  f (b) = D, et si un nombre C est 
compris ho les nombres À et B, il extste un point c € la, b) tel que 
1(c) =C. 

En effet, la fonction f (x) étant continue, f (x) — C l'est aussi 
et vérifie l'hypothèse du pisse de Bolzano. En appliquant le 
théorème on obtient le résultat voulu. 

5.24, Continuité à gauche et à droite. En 
vue des applications ultérieures, considérons certains types de direc- 
tions dans le domaine R des nombres réels finis. D'après la défi- 
nition 4.145.b, la direction x — a (3£ + 00) est l'ensemble de tous 
les intervalles (a — h, a + h), O0 <h< ho, dépourvus du point a. 
Définissons la direction z / a comme ensemble de tous les inter- 
valles (a — k, a) et la direction x NX a comnie ensemble de tous les 
intervalles (a, a + h) (0<hR< h). 

Lorsqu'une fonction j (x) est définie dans l'intervalle (a — h,, a), 
la question se pose de l'existence de la limite lim / (x) que l’on 

z a 


désigne (si elle existe) par f(a — 0). Lorsqu'une fonction / (x) 
est définie dans l'intervalle (a, a + ho), la question se pose de 
l'existonco de la limite lim / (x) que l’on désigne par f (a + O). 


:0 
Si une fonction /j (z) est “définie dans l'intervalle (a — h4, a + h,) 
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(à l'exception éventuelle du point a), la question se pose de l'exis- 
tenco de la limite lim / (x). Etant donné que, pour tout k, 0 < h < 
za 

<< ho: 

(a—h,a) c(a—h, a + h) — {a}, 

(a, a+ h) (a — ha + h) — {a}, 

(a —h,a+h)— {a} =(a—h, a)U (a, a+), 
on peut appliquor les résultats 4.16 en posant 
E = {2€R:12-#a}), = {ER :z<a}, 
H = {:ER :jz= a}. 

Appliqués au cas discuté, ces résultnts amènent à la conclusion 
suivante: l'existence de la limite lim j (x) = p entraîne l'existence 


+0 
des limites lim f (x) — lim f (x) = p, et réciproquement, l'existence 
T € 


x Na 
et l'égalité des limites lim f (x) = lim.,/ (x) = p entraînent l'existence 
x Aa x a 


de La limite lim f(x) = p. 


Tu 
Supposons que la fonction f(x) soit également définie pour 
z — a. Nous savons que l'égalité lirn f (x) = j (a) définit la classe 


Ta 
des fonctions continues pour x = a. L'égalité f (a) = lim / (x) 
Ed a 


définit ka classe des fonctions continues à gauche pour x = a. L'éga- 

lité / (a) = lim j (x) définit la classe. des fonctions continues à droite 
x Na 

pour x — a. Une fonction jf (x) continue au point a à gauche et à 

droite est continue pour zx — a. 


$ 5.3. Fonctions: monotones 


5.31. Soit f(x) une fonction à valeurs dans À définie sur un 


ensemble £ GR. Si r€E, y€E, x < y impliquent l'une des 
quatre inégalités suivantes : 


(a) (a) <f (y), 
Œ) fG@) </f(y, 
( FD >fU, 
(d) f(x) >/f(y, 


alors la fonctlon / (x) est respectivement dite: (a) croissante sur E; 
(b) non décroissante sur E; (c) décroissante sur E ; (d) non croissante 
sur E. Dans chacun des quatre cas, la fonction / (x) est dite monotone 
sur E, 
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5.32. Une fonction croissante (resp. décroissante) ne prend une 
valeur C que pour une seule valeur de x. Une fonction non croissante 
(resp. non décroissante) peut prendre une même valeur en plusieurs 
points. 

Les résultats 5.33-5.36 sont formulés et démontrés pour des 
fonctions non décroissantes ; nous lalssons au lecteur le soin d'établir 
les énoncés analogues pour des fonctions non croissantes. 


5.33. Supposons que x, € E ne soit pas l'extrémité gauche de 
l'intervalle £ = {[a, b] sur lequel une fonction non décroissante 
{ (x) est définie. La fonction f (x) est non décroissante suivant la 
direction E (x / xs) au sens de 4.51; puisqu'elle est majorée sur 
celte direction (par exemple, par la valeur f (xo)), alors, d’après le 
théorème 4.53, il existe 


{ (zo — 0) ae = sup {/(x) : r<zro zx€E). 


D'une façon analogue, en considérant la direction £ (x N x) el en 
appliquant le théorème 4.54 on aboutit à l'existence de la limite 


1(zo + 0) ælim f(x) = inf {f(2 : xz> zou x CE) 


E(x Nxo) 


me tout point x, distinct de l'extrémité droite de l'intervalle 
a, b]. Pour les poinis a et b, nous posons par définition : 


f(a—0) =/f(a), f(b + 0) = (6). 


5.34. Puisque f (2°) < f (xo) < / (x) quels que soient z” Lx 
et z'>z,. on a, d'après 1.62, f (ro — 0) & f (xo) € f (ro + 0). 
Si f (xo — 0) = f (xo). la fonction f (x) est continue à gauche pour 
z = zoi À f (ro) = f (xo + 0), elle y est continue à droite. L'égalité 
{ (zo — 0) = f(xo + 0) ainsi que l'égalité f (ro — 0) = f(z0) = 
= { (z0 + 0) qui en résulte représentent une condition nécessaire et 
suffisante de continuité d'une fonction non décroissante f (x) pour 
TZ = Ty 


5.35. Discutons le cas f (xo — 0) << f (xo + 0). Un tel point z, 
est bien un point de discontinuité de la fonction / (x). Les valeurs 
de la fonction / (x) à gauche du point x, ne dépassent pas jf (xo — 0), 
celles à droite du point x, sont au moins égales à f (x, + 0); la 
valeur f (x,) appartient à l'intervalle 


T = [f(zo — 0), f (zo + 0). 


Or, ceci veut dire qu'aucun nombre de l'intervalle I, à une seule 
exception éventuelle, n'est une. valeur de la fonction f (x). Il en résulte 
une condition suffisante blen utilisée de continuité d’une fonction 
non décroissante . 
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3.36. Si une fonction f (x) non décroissante sur un intervalle La, bl 
prend toute valeur de l'intervalle [f (à), f (b)] pour un r € la, bl, 
alors f (x) est continue sur [a, b]. 

En effet, dans l'hypothôse formulée, l'inégalité f (ro — 0) << 
<< /{ (2x9 + 0) n'est possible pour aucun point zx € la, b]. Donc. 
ne, de 5.34, la fonction / (x) est continue on tout point zx, € 
€ la, bl. 

La condition énoncée est aussi nécessaire (5.23). 


5.37. Fonction inverse. 


Définition. Soit une fonction y — f(x) définie sur un 
ensemble Æ et prenant ses valeurs y dans un ensemble F; soit une 
fonction œ (y) définie sur l’ensemble F et prenant ses valeurs dans 
l'ensemble £. La fenction œ (y) est dite inverse de la fonclion / (x) 
si p[f (x)l = x partout sur Æ, et f {@ (y) = y partout sur F. 


5.38.a. Théorème. Supposons qu'une fonction numérique 
y = f(x) € R soit définie, continue et croissante Sur un intervalle 


(a, b] À. Alors, sur l'intervalle \f (a), f (b}l, il existe une fonction 
p (y), inverse de la fonction f (x), qui est aussi continue et croissante. 


Démonstration. Pour y = f(a) = À, posons q (À) = 
= a; pour y = f(b) = B, posous @ (B) — b; pour tout y =<CE 
€ ({ (a). f (b)), posons q (y) égole à la valeur nique) de € pour 
laquelle 

f(c) =C. 


De cette façon, la fonction œ (y) est définie sur (A, B1, de surio que, 
quels que soient zx € [a, b], y ELA, B]. on a: 

pfGa=z flpylz y. 
Il est évident que y, << y2 implique x, << z2, donc æ (y,) << & (y2). 
de sorto que la fonction œ (y) est croissante. Sa continuité résulte 
du fait qu'elle prend toutes les Valeurs dans l'intervalle a < r < b 
(5.36). Le théorème est démontré. 

b. Examinons maintenant le cas où la fonction j (x) est donnée 
non pas sur un intervalle fermé, mais sur un intervalle ouvert, ot 
démontrons qu'il se réduit au précédent. Soit une fonction y — f (2) 
définie, continue et croissante sur un intervalle (a, b) € 42. Posuns 
A = f{(a) — lim f (x), = f(b) = limf(zx) (5.33); la forction 

z Na FA 
f(x) est alors définie sur l'intervalle (a, b] où elle est toujours 
continue et croissante. En appliquent lo théorème démontré plus 
haut, nous obtenons: il existe une fonction ® (y) définie, continue 
et croissante sur l'intervalle [A4, B] & Z? qui est inverse de la fonc- 
tion f (x). En considérant jf (x) sur le seul intervalle (a, b) on aboutit 
au résultat suivant : 


440 CH.5, FONCTIONS CONTINUES 


Théorème. Une fonction y = f (x) définie, continue et crois- 
sante sur un intervalle (a, b)  R admet la fonction inverse ® (y) 
définie, continue et croissante sur 
l'intervalle (A, B)E À, où 


A =limf(rx)}, B—lim/(x). 
x a 7° 

5.39. Graphique de la 
fonction inverse. Etant 
donné le graphique d’une fonction 
numérique croissante y = f (x) sur 
un intervalle [a bl, le graphi- 
que de la fonction inverse doit, 
naturellement, être construit sur 


DA l'intervalle [A, B]l, où À = f (a), 
B — f(b). Si l'on porte ces inter- 
Fig. 5.1. valles sur un même axe, alors le 


graphique de la fonction inverse 
zx = (y) sera symétrique de celui de la fonction y = f(x) par 
rapport à la bissectrice du premier quadrant: en effel, un point 
(x, y = f(x)) est symétrique du point (y, x =  (y)) par rapport 
à ladite bissectrice (fig. 5.1). 


$ 5.4. Logarithme 


0.41. Théorème. Pour x>=>0, il existe l'unique fonction 
y = de satlsfaisant aux conditions suivantes : 

1) f(zy) = f (2) + f (y) quels que soient x, y positifs; 

2) f (a) « À pour un a = 1 donné; 

3) f (x) est une fonction croissante: si x << y, alors f (x) << f (y). 


Démonstration *). Tout d’abord, en supposant que la 
fonction f (x) existe, trouvons son expression. Il résulte de 1) que 
70 = 2f (1), d'où f (1) = 0. Ensuite, il résulte de 1) et 2) que 
f(a*) = nf (a) = nr pour tout nr naturel. D'après 1.72, pour tout 
n > 1, on peut trouver un m tel que a" & x" << a°#l, Comme 
f(x) croît, il résulte de l'inégalité a? < x" << a"# que f (a”) = 
= m<f(z") = nf(x) <f(a") = m +1; ainsi, pour Lout 
n Z 1, on peul trouver un m tel que 


t 
T<f(rn <<. 
Ceci veut dire que le nombre / (x) est défini d’une façon univoque 


*) D'après [17]. 


$ 5,4. LOGARITHME Lél 
: . m a+ t 
conime point commun à Lous les Intervalles 3 


arbltrairement petlte. 

présent, nous utilisons ces considérations pour construire la 
Fneitou f (x). Posons nr, = 1, n2 = 2, ..., nj — 2" et, pour un k 
donné, trouvons un m4, de façon à avoir 


as ah € aa, 
Ti} rate 


—— | de longucur 


Ceci détermine le segment LE, 


m m t 
gui vant rer PRHIT ! + 
Ah+1 


résulte de "T'inégalité 


a |. Montrons que l'intervalle 


Ta | est inclus re le préccdent. En effer, i] 


ar ah < arati 
que 
QE Eh = ah QT TUE, 


d'où mas > 2mu, Mn + 1 <2(mn+1), 
JR 2m < Mh+i < Mh+1 + 1 < 2 (mr +1) Mk +1 | 


ñnh 2nn © nhy: nR+# 28h CTS 


m in 1 P éa 
Tee Ph T1 forment une suite d'in- 


De la sorte, les intervalles . 
tervalles formés emhoîtés et, d'après le principe de Cantor (1.81), 
possèdent un point commun; d’après 1.82, il est unique puisque les 
longueurs des intervalles tendent versizéro pour k —»00. Choisissons 
pour valeur f(x) le nombre correspondant à ce point commun. 

Montrons maintenant que la fonction f (x) ainsi construite seatis- 
fait aux conditions 1)-3). Soient x et y; pour un k donné, trouvons 
mx, et pa tels que 


ak zx < anti, aPh < y"A < aPatt, 


de sorte que 


MR - it Pr. Pr +1 
SIDE ——, nr << nn (2) 
Il en résulte 
ant (zy)a < a"atrntz 
de sorte que 
m h Ar <f(zy)< n h _. F2. 
Or, il découle de (1) que 
PRÉPA € (2) + f (y) TÉÉEPARL 
TA y ñnh à 


Ainsi 
HOEMIOBICUES 
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nn étant arbitrairo, nous appliquons 1.57 et aboulissons à l'égalité 1). 
Pour x = a, nous obienons l'égalité évidente f (a) = 1. Pour 
toul x => 1, fl existe un n tel que a zx”, donc, selon la définition 


de la fonction f (x), nous avons f (x) > + . En particulier, pour tout 


z>= 1, nous avons f(x) >0. Par Lonsha tent: f(zy) = f(x) + 
+ f(y)= f (®) pour tout y > 1 et la fonction f (r) est croissante; 
le théorème est démontré. 


5.42. La fonction / (x) qui satisfait aux conditions 1)-3) et dont 
l'oxistence et l'unlcité viennent d’être démontrées s'appelle loga- 
rithme de x de base a et se désigne par loga x. Les formules 1)-3) 
de 5.41 pour & > { prennent maintenant la forme: 


10ga (zy) = l0ga z + 108a y; (1) 
l0go a = 1; (2) 
si z<y, alors loga x << loga y. (3) 
Ensuite, (1) implique les formules suivantes : 
loga x" = n logs x pour tout n naturel; (4) 
10ga 1 = log, 1? = 21oga 1, d'où 
l0£a 1 = 0; (5) 
1 1 
[0£a (z+) = 10ga 1 = 108a Z + 108a —=0, 
d'où 
l08a — — — ]0g, z 
par conséquent 
loga — = loga x — loga y. (6) 


Pour cette raison, la formule (4) est valable pour tout n entier. 

5.43. Montrens que le logarithme est une fonction continue de x. 
Pour «n e = 0 donné, trouvons n > + et posons À = ÿ/ a. Comme 
h" = a, il vient n loga À = loga h" =: log, a — Â, de sorte que 
loga À — L, log, — — eee Donc, dans l'intervalle + <z<h, 
on a l'inégalité 


; L 
ec À <logar<+<e, 


ce qui démontre la continuité de la fonction log, x jrour x = f. 
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Pour un y, quelconque et pour y = zyo, _ < z< h, nous avons 
loga y = log x + loga yo, de sorle que 
| loga y — loga yo | = 1logr]<Ke. 


L'intervalle (vo hyo) contenant un intervalle (yo — Ô, yo +6), 
la fonction loga x est continue pour x = ÿs. 
5.44. Etablissons la liaison qui existe entre les logarithmes de 
deux bases différentes a et b. Considérons la. fonction 
ue loga x 
(OO =eT Er: 


Il est évident qu'elle satisfait aux conditions 1) et 3) (5.41) qui 
figurent dans la définition d’un logarithme et, de plus, à l'égalité 
_ logab 
1 (b) Res — 1. 
En vertu de l’unicité établie du logarithme, nous avons f (x) — 
= log, x. Donc, quels que soient a > 1, b => 1, zx > 0, on a la 
formule 


108a Zz — l08a b-logs x. (1) 
5.49, Signalons les relations limites 
lim logas = œ, lim logaz = —0. 
x) 


X— o 
La première, en vertu du théorème 4.55, résulte du fait que, pour 
z > co, la fonction log x croît et n’est pas bornée (parce que, par 
exemple, loga (a") — nr pour lout n). La seconde se ramène à la 
première d'après l'égalité 


10ga (z2) = l0ga zx + l08a + = ]0ga 1 =0. 


Les relations signalées permettent de compléter la définition d’un 
logarithme par les conditions loga 0 — —o, loga © = 00, alors 
loga x s'avère une fonction à valeurs dans À, continue pour 0 < 
IS ©. 


$ 95.5. Exponentielle 


5.51, Le fonction continue croissante y = loga zx admet, d'après 
le théorème de la fonction inverse (5.38), la fonction inverse qui 
s'appelle fonction exponentielle ou exponentielle tout court el qui 
se désigne par y = a*. Une exponentielle est définie pour tous les 
x réels, ses valeurs sont des nombres positifs. Ainsi, 


a\o8az = x, [Îoga (a*) = x. (1) 
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D'autre part, nous avons pour tout n naturel : 

loga (@...a) = l0gaa+...+loga—n. 

n fois 
La dernière égalité montre que le symbole a s'accorde avec le 
symbole a" =a,...@ pour un nr naturel. 
Si x = 1/n, nous obtenons log, a!/" == _. d'où 

n 10ga 41" = loga (at/n}" = 4, (at/n)" = a, 

c'est-à-dire que at/" est la racine n-ième de a (1.63). 


5.52. Tout comme la fonction y = loga x, la fonction inverse 
y = a* est croissante et continue pour tous les x. On a los égalités 


suivantes: 
a+ = a*.av, (1) 
(a*}° = a*" (2) 
quels que soient zx, y, z réels. En effet, soient x == log Ë, y — 
= loga n, On a 
a+ mn ao 5 Ha = gl28a 81 En = a’-av: 
(2) se démontre d'une façon analogue. 
En remplaçant x par b*'dans 5.44 (1) on obtient 
loga (b*) = loga b-loge b* = x logs b. (3) 
5.53. Les définitions d’un logarithme et d'une exponentielle 
peuvent être étendues au cas d'une base b € (0, 1). Notamment, en 
posant db — JL. a= 1, nous avons par définition (el compte tenu 
de la formule 5.44 (1)): 


— 10fa A 
10g» ZT — 108a b 


Donc, la fonction log, z décroît lorsque x croît ; les propriétés ana- 
logues à 5.41 {) et 2) restent valables. Ensuite. 
b* — {/a° = a”; 


donc, b'887 = Qg7l98b7 — Gas = zx et 


logs (b7) = —log, (a-*) = à, 


= — loga Z — — log;,n7. 


de sorte que les formules 5.51 (1), ainsi que Les formules 5.52 (1) 
et (2) qui en découlent, restent valables. 


5,54. L'exponentielle est liée d'une façon étroite à la fonction 
puissance d’un exposant réel quolconque. La fonction puissance est 
définie pour x => 0 selon 5.51, où l'on remplace a par x et x par a: 


= Z;. 
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Cette fonction s'exprims par une fonction exponentielle et une 
fonction logarithmique d’après la formule 


y = (b'%% ja _ b° 10g,x (4) 


pour tout b << 1, d’où sa continuité,en vertu du théorème 5.15. 
La même formule, si l'on y remplace x par pg (p, g-=- 0) et que l'on 
applique 5.42 (1) et (5.52) (1), amèno à l'égalité 


(pq) = p°-d'. (2) 


5.55. Relationslimites pour lologarithme 
et l'exponentielle. Les relations limites suivantes ont 
lieu : 


re , pour b>1, 
AR = | 0, pour b<1; (1) 
, pour a >1, 
x — 
nr ={ œ, pour a<«<1{; (2) 
oo, pour a >, 
Um loga z = —00, pour a<f{; (3) 
—00, pour a >, 
lim loge z = { +ow, pour a<«<1; (4) 
: ES pour b>=0, 
Lis ” ={ 0, pour b<O; (5) 
ne 
ao Lo, pour b<O. (8) 


Démonstration. On a la première relation (1) parce que 
b*, pour b > {1 et zx >, croît et n'est pas bornée (ses valeurs 
remplissent tout le domaine de définition de la fonction y = loga x, 
i.0. toute la droite numérique) ; la seconde se déduit de la première 


en remplaçant b par +. Les relations (2) s'obtlennent de (1) en 


remplaçant x par —zx. La première relation (3) est établie dans 5.45: 
la seconde s'en obtient en vertu de la définition de log, x pour a 1. 
En remplaçant dans (3) x par _ on a (4). Pour déduire (5) et (6), 


on passe aux logarithmes et on se sert de (1)-(4). 

Les relations obtenues permettent de construire les graphiques 
du logarithme, de l’exponentlelle et de la fonction puissance d'expo- 
sant quelconque (fig. 5.2-5.4). 


10 3ak. 2285 
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La fonction a* avec a 1 qui est définie pour z € R peut l'être 
aux points oo en posant : 


a”=» = "0, at® — Oo, 


après quoi elle est continue sur À (à valeurs dans À). Si a << 1, la 
dernière affirmation est valable si l'on pose 
ae = ©, at (0. 


5.56. Avant de passer à d'autres relations limites, nous démon- 
trons un lemme. 


< 
Courbes y=a = 
Fig. 5.2. 


an 


"= 00 pour tout a >> À et tout r réel. 


Lemme. lim 


n+ 0 


v 


Courbes y=10g,T Courbes y=x 
Fig. 5.3. Fig. 5.4. 


En effet, soit un nombre b de l'intervalle (1, a). Vu la propriété 
5.94 (2), on a l'égalité 
ont] an a (4) 


ELA" ES 


Le second membre de (1) tend vers a pour r —+ o en vertu de la con- 
Linulté de la fonction zx” au point x = {, done devlent, à partir 
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d'un certain numéro nr = NV, supérieur à b. Alors 


aN+t aN 
WE ? rh 
a +2 aN+t : 


Te —.p? 
NE 7 Wat 0? nr: 


et l'égalité 


(qul résulte de 5.55 (1)) démontre le lemme. 


5.57. Le lemme 5.56 étant démoiitré, signalons encore quelques 
relations limites pour le logarithme et l’exponentielle. 


Théorème. Les relations limites suivantes sont valables: 


dec ï 
lim Be 0; (2) 
lim 2° log,z=0; (3) 
lim me) = 1; (4) 
ner (5) 


Jet a > 1, r est un nombre réel quelconque et p un nombre positif 
quelconque. 


Démonstration. Si l’on trouve, pour un x > O0 donné, 
un À tel que n<z<n +1, alors 


ax an 4 ’an+l 


ERATCE IT É 

d'où (t) on vertu du lemme 5.56. La relation (2) s'obtient de (t) 
en remplaçant x par log, x et en élevant à la pulssance p=—. 
En remplaçant x par L dans (2), on trouve (3). Enfin, (4) résulte 
de (3) en se déborrassant des logarithmes, et (5) de (4) en remplaçant 
zx par — Ainsi, l'exponentielle y = a°, a > 1, croît, pour z +, 


10e 
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plus vite que toute puissance 2’. La fonction logarithmique 

y = log x (b => 1), 
au contraire, croît, pour z—+ 0, moins vile que toute puissance 
æ (BP > 0). 


5.58. Compte tenu du lien qui existe entre la limite d'une fonc- 
tlon f(x) pour zx —+o et la limite d'une suite f (n) pour n —- 00 
(4.65), nous pouvons trouver les limites suivantes: 


me oo, pour b=1 
DSP one. U 
(ceci résulte de 5.55 (1)); 
| ( ©, pour a>li, 
nm IE oo, pour a<1 F 
(ceci résulte de 5.55 (3)): 
| b oo, pour b=>0, 
una { 0, pour b<0 (8) 
(ceel résulte de 5.55 (5)). 
lin + = 0 (a> 1, — 0 <r<o) (4) 
(ceci résulte de 5.57 (1)); 
im 0 (a>t, p>0) (5) 
LR 
(ceci résulte de 5.57 (2)); 
lim n = 1 (6) 
LOT--] 
(ceci résulte de 5.57 (5) pour p = f). 
5.59, La fonction exponentielle et le nom- 
bre e. D'après 4.63.d, 
lim (1++)"=6=2,71828 (1) 


Le 1: 
a. Considérons la fonction j (x) = (1 +2) définie pour x # (. 
11 se trouve aussi que 


ë 1 \%x 
lim (1++) =c. (2) 
Soulignons que ceci ne décoùle pas directement (4.65) de la relation 
(1), il faut utiliser les particularités de la fonction / (z). Pour un 
x > 1 donné, trouvons un n = n (x) naturel tel quen Sr <nr<+t; 
alors r — oo lorsque zx +. Nous avons 
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Âd \= {\n+t Ain 1 
G+2)<(+n) = (+) (+), 
117 L LEE 1 n+t 
MP eee 
A n +1 
Les seconds membres de ces deux inégalités ont la même [limite e 
pour r —>o, Pour un e >> 0 donné, trouvons un # tel que, pour 
tout r > 4, la différence entre chacun de ces membres et le nombre e 
soit inférieure à e. Alors, pour z => 4 + 1, La quantité intermédiaire 
zx 
(1 + —) différera de e d’un nombre inférieur à e. Ceci veut dire 


que (2) est établi. 
b. Montrons encore que 
| 1\+ 
L+—) —e. 
lim (1+-)"=—e (3) 
En effet, nous avons pour y —> æ! 


(: Er GS Fe 


(+) (eh) 


d'où, en remplaçant y par —zx et appliquant 5.59.a et 4.17.c, nous 
obtenons le résultat cherché. 
e. En particulier, il découle de b que 


: pin 1 
nt) ee 
C'est un résultat que l'on aurait pu obtenir directement de la défi- 
uition de e (1). 
d. Théorème. 


lim 


2 


OR AD Loge. (4) 


4: 
Démonstration. Nous avons Let Log, (t{ +2)"; 


posons 3 = + et, en nous basant sur a, b et sur ln continuité du 


logarithme, nous arrivons au résultat cherché, 

La formule (4) prend une forme particulièrement simple si l'on 
choisit pour base a le nombre e. Les logarithmes de base e sont appelés 
logarithmes naturels (ou népériens) et désignés comme suit: 

log, z = log nat:xr æ In z. 
En cas de logarithmes naturels, la formule (4) se met sous la forme 
lim CHA 4. (5) 


z—0 
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En employant l'unité asymptotique Æ (4.39), ce résultat prend 
la forme suivante: 


In({+2)=2£ (E +1 pour z +0). (6) 
e. Théorème. 


MF Tue , 
Démonstration. Posons a —1= À; alors ù=1++, 


h=loga (: + =) et 


Le 
ah—| Z 
h 


1 
PS PanEN ue, fa dis 
loge (+2) legs (142) 
d'où, en vertu de a et b, de la continuité du logarithme et de la 
correspondance des directions À — 0 et z—> +, il découle le 


résultat cherché (4.17.a). Avec des logarithmes naturels, on peut le 
meltre sous une forme plus simple: 


St (8) 


La même formule avec l’unité asymptotique est: 
M =1i+Eh E—1 pour hk— 0. (9) 


f. Notons, pour le théorème suivant, que blen que le nombree 
ne figure pas dans son énoncé, il serait difficile de le démontrer sans 
employer ce nombre aussi que des limites qui y sont liées. 


Théorème. Pour tout p réel, 
lim F1 
1+0 3 
Démonstration. En appliquant (6) et (9) on trouve: 
In(i+z)=2£,, 1+2—e!£; 
(1 +2) = eP2E1 = 1 + pz£,E: = 1 + pz£, (11) 


ce qu'il fallait démontrer. 

La relation (11) montre, entre autres, que le résultat 4.39.b démon- 
tré pour un p naturel est valable pour tout p réel. 

g. Insistons sur la relation (11) pour p — —1: 


(10) 


L 
Tr =Î—2E. (12) 
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Voici une relation plus générale et assez utilisée: pour a $ 
{ E 
SE = 1 +(a—8) 2E (En En Et pourz+0) (13) 
Elle se déduit de (12) à l’aide de simples transformalions suivantes: 
{ E 
nt = (140281) (1—BzE2Es) = 
= 1 +azE,—fPz£:Es—afr'£E,E,E, == 
= 1 + 2 (GE; —P£E2E,—af2E,EE;) N 


la dernière expression entre parenthèses ayant, évidemment, & — $ 
pour limite, on obtient définitivement (13). 


$ 5.6. Fonctions trigoenométriques 


5.61. Ce n'est pas sur les axiomes des nombres réels que sont 
basées les définitions des fonctions trigonométriques employées en 
géométrie, et nous n'insisterons pas sur ces définitions. En trigono- 
métrie, on déduit les relations: 


sin? z + cos x — {; (1) 

sin (x + y) = sin x cos y + sin y cus x; (2) 
cos (x + y) = cos x cos y — sin x sin y; (3) 
0 <sinz <z < M (4) 


pour tout x > 0 assez petit, par exemple pour 0 zx <ey. 
Nous déjinissons sin x et cos x comme fonctions données pour 
tous les x réels et vérifiant les relations (1)-(4). Plus loiu, daus le 
chapitre 8, nous donnerons une démonstration de l'existence et de 
l'unicité de ces fonctions; les raisunnements qui suivent sont, à 


strictement parler, formelles (s'il existe des fonctions sin x et cos z 
vérifiant ({)-(4), alors ...). 


5.62. En posant dans 5.61 (1)-(3) x = y = 0, nous avons les 
égalités suivantes: 


sin? O + cos? 0 — 1: (1) 

sin 0 = 2 sin O-cos 0; (2) 

cos O0 = cos? O0 — sin? 0. (3) 

Il résulte de (2): ou bien sin 0 = 0, ou bien cos 0 — _ Or, 


(1) et (3) impliquent 
1 + cos O0 = 2 cos O, (4) 
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d’où l'on voit que l'égalité cos O0 = _ est impossible. Donc sin 0 = 


= 0, et Il découle de (1) que cos 0 = +1. L'égalité (4) permet de 
choisir de ces deux valeurs de cos 0 la seule possible cos 0 = 1. Donc 


sinO=0Q, cos 0 = 1. (5) 
5,63. En remplaçant dans 5.61 (2), (3) y par —zx et en appliquant 
5.62 (5), nous avons 
O0 = sin z cos (—zx) + sin (—7) cos x, 
1 = cos x cos (—zx) — sin x sin (—7x). 
La résolution de ce système linéaire par rapport à sin (—zx) et 
cos (—zx) donne 
gin (—zx) = —sinz, cos (—zx) = cos x. (1) 
En soustrayant de l'égalité 5.61 (2) la même égalité où y est 
remplacé par —y et en appliquant (1) on trouve 
sin (x + y) — sin (x — y) = 2siny cos x. 
Le même procédé appliqué à l'égalité 5.61 (3) aboutit à 
cos (x + y) — cos (x — y) = —2 sin z sin y. 


En remplaçant dans les formules obtenues z + y par & et x — y 


par B, de sorte que x = an ss Y—= — . mettons ces formules 
sous la forme 
sin a — sin f— 2 sin EP cos LÉ ; (2) 
cos aæ— cos B — —2sin EE sin SE. (3) 
5.64.a. 11 découle de 5.61 (1) que, pour tout z, 
Jsinxz|<&i, ([cosr|<f. 


b. En appliquant a et 5.63 (2), (3) nous démontrerons la conti- 
nuité des fonctions sin x et cos x. Supposons que x > y et que la 
différence x — y soit sssez Petite. Alors 


Jsinxz—siny|—2sin Ft |cos LH |< 
< 2sin 


LI — 


2 
d'où la continuité de la fonction sin x. D'une façon analogue, 


T— 


y = — 
< 2- 2 =? Y, 


TL — 


y 
2 LT—Y, 


Zz 


[cos z—cosy|= 2 |sin — [sin ET < 2sin 


d'où la continuité de la fonction cos x. 
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c. D'après la relation 5.61 (4) et compte tenu du théorème 
4.34.h, on a | 
lim 2 = 1, (4) 
ÉNN 1 æ 


parce que 5.61 (4) implique, pour 0<<z<e,, 


1 sinz <1, 


cos z z 


et les membres extrêmes de cette inégalité tendent vers 1 pour x NX 0. 
De plus, en tenant compte de 5.63 (1) on a 


te im sn = 1. (2) 
Ar (x) 0 
En réunissant les formules (1} et (2) on obtient 
ù sin z 


5.65.a. Montrons maintenant que la fonction y = cos x s'an- 
nule pour certains x > 0. Posons B = inf {cos zx}. Si B > 0, alors 
x>0 


il résulte de 5.63 (2) que, pour un z' assez petit et pour tout m = 


m1, 2546: 


sin(m+1)z—sinmx> 2f sin+ > 0; 


donc les valeurs sin mz croissent indéfiniment avec m, ce qui con- 

tredit 5.64.a. Ainsi fÿ — O0. Montrons qu'il existe un point zs tel 

que cos zo = 0. Supposons que cos x >> 0 pour tous les zx > 0. Il 

résulte alors de 5.63 (2) que la fonction sin x croît, donc (d’après 

5.61 (1)) cos x décroît. Etant donné Le {cos zx} = 0, il existe un 
+> 

point z, tel que cos z <i pour z => z3, et, par conséquent, sin z = 


= VIT — cos z > “+ Pour y = x >> 39, la formule 5.61 (2) fournit 


+ <sin2r=2sinz-cosz< 21. =, 


ce qui est impossible. Donc, il existe des points où cos x s’annule. 
b. Posons 

ñ 

pa 

Le nombre x/180 s’appelle degré: ainsi n/2 vaut 90 degrés (90°). 


La fonction cos z élant continue, cos + = 0, sin + = {. Sur l’in- 


= inf{z >> 0 : cos x = 0}. (1) 


tervalle [o, 7] la fonction sin x croît et cos x décroît. Ensuite, les 
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formules 5.61 (2), (3) donnent 


sin (++ z) = sin + cos z + cos + sinz = Cosr, (2) 
cos (5-+z)=0c0s + cos —sin + sin = —sinz, (3) 
d'où 

sin(z+n)=c0os (z + +) = —$sinz, (4) 

Cos(z + nr) — —sin (z+5)= 0087. (9) 

c. Ensuite, 

sin (z + 21) = —sin (x + x) = sin zx, (6) 

cos (x + 21) = —cos (x + x) = cos x. (7) 


Une fonction y = / (x) qui salisfait, pour un 7 et pour tous les 
z, à l'équation f (x + T) = f (x) est dite périodique et le nombre 7 


s'appelle sa période. Nous voyons que les fonctions sin z el cos z 
sont des fonctions périodiques de période 2x1. Pour une période 2x, 
les signes de ces fonctions déterminés d’après les formules (2}-(5) 
varient de la façon suivante 


0<r<+ + <I<n nr << In 
sin x + + _ en (8) 
Ccogz + — — + 


Nous voyons que si sin z £ 0 et cos x 5 O pour un z donné, alors 
les signes de sin x et cos x déterminent d'une manière univoque le 
quart de l'intervalle 0 x << 2x qui contient x. 

Les graphiques des fonctions sin x ct cos x sont représentés sur 
la fig. 5.5. (Pour lo moment, nous ne sommes pas en mesure de prou- 
ver que le sens de la convexité les courbes est tel que l'on voit sur 
les graphiques ; cela sera fait en 7.55.) Le nombre x vaut 3,14159 . . . 
(exercice 15 pour le chapitre 9). 
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5.66. Lemme. Si, pour certains:x et u, les égalités 
sin (x + u) = sinu, | a) 
cos (x + u) = cos u 
ont lieu, alors x = 2xk, où k est un nombre entier. 
Démonstration. En résolvant le système d'équations 
sin (x + u} = sin x cos u + cos zx Sin 4 = sin u, 
cos (x + u) = cos z cos u — sin x sin U = COS 
par rapport à cos x et sin x on trouve 
cos z = À, sin zx = 0. (2) 
Dans l'intervalle 0 x << 2n, d'après 5.65, les équations (2) 
ne sont satisfaites que par zx = 0. Comme les fonctions cos x et 
sin zx ont 2x pour période, les équations (2) sont satisfaites par 


z = 2kn (k= 0, +1, +2, ...) et ne le sont par aucune autre 
valeur de z. Le lemme est démontré. 


5.67. Nous avons vu que la fonction sin zx croît sur l'intervalle 
[0,5 |: en vertu de l’égalité sin (—zx) = —sin z, elle croît même 


sur l'intervalle [ + ; 7 | en variant de —1 à +1. D'après le thé6o- 


rème de la fonction inverse (5.38), sa fonction inverse est définie 
gur l'intervalle [—1, 1] et se note arcsin x; cette fonction est crois- 
sante, continue et prend ses valeurs dans l'intervalle [—-+ . 5]: 
La fonction cos x = sin (z +5) croît sur l'intervalle [—n, 0] 


en variant de —14 à -+1:; donc sa fonction inverse que l'on désigne 

par arccos-z est définie sur l’intervalle [—1, Î]. Cette fonction 

est croissante, continue et prend ses valeurs dans l’intervalle [—x, 0]. 
Etant donné que, d’après 5.65 (2), 


sin (+2) = COS z, 


nous désignons par uv la valeur commune de ces deux quantités et 
notons 


EL 4 . 
z = arccosu, Zz+- — arcsin u, 
par conséquent, pour tout u € [—1, 1] 
arccos u “+ . — arcsin u. (1) 


On peut définir une autre fonclion arccos u en partant de la 
branche décroissante de la fonction cos zx sur l'intervalle [0, x). 
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La fonction inverse est décroissante elle aussi sur l'intervalle [—1, 1] 
et varie de x à 0. Au lieu de la formule sin (z+25) =cos x liant 


les fonctions sin x et cos x sur les intervalles 
où l’on construisait la fonction inverse, il faut 


cette fois utiliser la formule sin (5 —z = 


= cos z, d’où, à la place de la formule (1), 
on obtient 


arCCOs u = 5 — arcsin u. (2) 


Pour éviter toute confusion on peut désigner 


la fonction inverse croissante par arccosu 
L- et Ja fonction inverse décrofssante par 
TE arccog u. Les graphiques des fonctions arcsin u, 
1% arccos u, arcCosau sont représentés fig. 5.6. 
; -# Il existe d’autres fonctions sur [—1, 1} 
qu'on pourrait appeler fonctions iuverses de 
Fig. 5.6. sin Z ou COos z, mais que nous ne considérons 
pas. 
5.68. Posons maintenant 
tez= sin z 
cos z 


Cette fonction est définie partout, sauf les points où cos zx = O, 


pe 
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i.e. les points z = + + kn, k = 0, +1, +2, ... De plus, 
lim tgz= +40, lim tgz=—o. 
7 2N-+ 
Il résulte des égalités 5.65 (4), (5) que la fonction tg x a x pour 
période. Le comportement des fonctions sin x et cos x sur l’inter- 
valle (—<, +) montre que tg z croît dans cet intervalle en rem- 


plissant par ses valeurs toute la droite numérique. D’après le théo- 
rème de la fonction inverse, il existe la fonction inverse arctg z 
définie sur toute la droite numérique, croissante, continue et variant 
dans l'intervalle (— +. +) . Son graphique est représenté fig. 5.7. 
Nous laissons au lecteur le soin de-considérer les autres fonctions 
Li LA * — { | —— 
trigonomeéetriques cotg z = Igz' 6 Tom sr. (COBCCT ue 
ainsi que leurs inverses. 


$ 5.7, Applications des fonctions trigonométriques 


5.71. Coordonnées polaires dans le plan. 
Pour tout point (x, y) daus le plan réel À, avec x + y Æ0,0ona 
l'égalité 


z? y? 
Fe tege 


Définissons le nombre 8 de l'intervalle 0 < 8 2x avec les con- 
ditions 


Se =. a  — 
SRE 7 eur sin 6 EVE: (1) 


Le 8 cherché existe et est unique. Pour x > 0, y = 0, cela résulte 
de la formule 5.61 (1), de la continuité et de la monotonie des fonc- 


tions cos 0 et sin 8 pour 0 <8 <— _. et de la conséquence dn théo- 
rème de Bolzano 5.23, dans les autres cas, des formules 5.65 (2)-(5) 
et de la règle des signes 5.65 (8). Le nombre 8 est appelé angle polaire 


du point (zx, y). Il vaut O pour les points avec zx => 0, y = 0, : = 
= 90° pour les points avec z = 0, y >> 0, x = 180° pour les points 
avec z << 0, y = Det = = 270° pour les points avec zx = 0, y <0. 
D'ailleurs, il est parfois plus commode, en se servant de la pério- 
dicité des fonctions sin 8 et cos 8, de sous-entendre par 6 non pas 


la seule solution du système (1) dans [0, 2x], mais aussi tout 
nombre réel distinct de cette solution d'un multiple de 2x. Le 
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nombre 

r=Vi+p (2) 
s'appcile rayon polaire du point (x, y). Les formules (1) peuveut 
être mises sous la forme 

=rcos 8, y —rsin6. (3) 

Les nombres r et 6 sont appelés coordonnées polaires du point (x, y): 
ils sont définis partout, sauf le point z = 0, y=0oùr=0Oet la 
grandeur 6 perd le sens. La ligne r = const est une circonférence 

+=; 
la ligne 6 = const est une demi-droite 

= tg 6. 


5,72. Représentation trigonométrique des 
nombres complexes. Soit un nombre complexe z = x + 
+ iy 4 0 (8 2.7). Avec les égalités 5.71 (3), on peut mettre ce nombre 
sous la forme 

z= r (cos 6 + i sin 8), (1) 
6 et r étant définis d'après les formules 5.71 (1), (2). Dans cette 
notation, r est appelé module et 8 argument du nombre complexe 
2 *), On note r = |2 |, 8 = arg z. 
Si 
Z = r, (cos 8, + i sin 6,), 
22 = r2 (cos 62 + é sin 62), 
alors, en multiplient ces égalités et en appliquant 5.61 (2), (3) on 
obtient 
2122 = rir2 [(cos 6, cos 6; — sin 6, sin 6;) + 
+ l (cos 6, sin 8; + sin 6, cos 6,)] = 
= ro [cos (8, + 6) + i sin (8, + 6)]. (2) 


Donc, en multipliant deux nombres complexes, leurs modules se mul- 
iiplient et leurs arguments s'additinnnent. 


5.73. En particulier, pour tout z # 0, il découle de 5.72 (2) 


que, quel que soit m = 1, 2, ... neturel, 
2" = r" (cos m8 + i sin mb). (1) 
En nous servant de la formule (1), nous résolvons l'équation 
2" = w, (2) 


*) Ne pas confondre avec Î’argument d'una fonction (2.81). 
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où w est un nombre complexe donné. Pour w = 0, elle n'a, évidem- 
ment, que la solution unique z = 0. Supposons donc que w # 0, 


w —= À (cos © +'i sin ©). 


Cherchons z sous la forme 5.72 (4), où r et 6 sont à déterminer. 
L'égalité (1) amène à l'équation 


| r" (cos m8 + { sin m6) = À (cos © + ti sin w), 
ui r cos m6 = Rcoso, r”sin m6 = À sin ©. (3) 
En élevant ces égalités au carré et en additionnant, trouvons 
run = R1;: 
cette équation possède, dans le domaine des nombres positifs, l’uni- 
que solution 
r=VR. 


En divisant maintenant les égalités (3) par r" = R, nous avons 
cos mô = cos w, sin mô = sin «w. 


En vertu de 5.66, où l'on pose u = @, z + u —= m8, de sorte que 
z = mô — w, nous avons m6 — «w —= 
— 2kn, c'est-à-dire que 
a) 2kn 
nn 


Pour F0 4,...,m— 1, ou en 
tire m solutions différentes de l'équa- 
tion (2): 


m=YÿR [cos (+ Le +) + 
L'on (2-42) (4) Fig. 5.8. m= 6. R 1, 
Les autres valeurs de Æ donnent les 


valeurs d6 8 distinctes de celles déjà trouvées d'un multiple de 2x. 
Ceci ne donne aucuns nouvelle racine de l'équation (2). 


Les racines trouvées (4) sont disposées aux From d’un m-gone régulier 
centré à l'origine des coordonnées (fig. 5. 


5.74. Angle de deux vecteurs dansunespace 
n-dimensionnel. Etant donnés deux vecteurs 


z = (2 -.., x) € A,, 
y = (ÿss RE | Yn) € Ah, 
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nous formons leur produit scalaire (2.68 (1)) 


(z, y) = à ZhYr. 


Compte teau de l'inégalité de Cauchy 2.68 (3): 
LG DHi<izllyl 


nous pouvons trouver, pour z 5 0, y 0, un nombre 6, 0 So x, 
à partir de la condition 


(z; y) 


cos © = ; 
FBr1 


MX 
Le nombre &w s'appelle angle des vecteurs x et y et se note (x, ÿ) 
Si & = 0, c'est-à-dire que 


(&, y =1zl'tyl. 


alors les vecteurs z et y sont linéairement dépendants, En effet. 
l'équation 


O=(r— y, z — y) = (x 2) — 2A (2, y) + À (y, y) = 
hs 2lzliyit+Miyl=(zi-Aly D 
lzl 


admet, dans ce cas, la solution À — TT: donc, avec cette valeur 
de À, nous avons 

z = Ày. 
D'une façon analogue, si & = x, c'est-à-dire que (x, y) = — |z | X 


X |y |, les vecteurs x et y sont linéairement dépendants; le facteur 
de proportionnalité est, cette fois, négatif, 


Si © +: donc (x, y} = 0, les vecteurs x et y sont dits ortho- 


gonaur. Cette dernière définition s'étend, naturellement, au cas où 
l'un des vecteurs z, y (ou les deux) est nul ; le vecteur nul est ortho- 
gonal à n'importe quel vecteur x. 

Appliquons la définition formulée à deux vecteurs du plan. 
Soient z € À; un vecteur de coordonnées polaires p, et y un vecteur 
de coordonnées polaires r, #. Pour les coordonnées rectangulaires 
de ces vecteurs z = (x,, x) et y — (ÿs, y2), on a alors 

Zi = PCOSP, Ze = pSiNP, y =FCOSY, ÿya = r sin \. 

Donc, d'après la définit ion générale, 


cos (z, y) = ET , ds PC ge PE SMS D cos (p—#). 


M 
Il en résulte que l'angle (x, y) de deux vecteurs zx et y est celui des 
nombres m — %Ÿ + 247 et Ÿ — q + 2kn qui est compris entre 0 et nr. 
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5.75. Rotations. a. Daus le plan À;,, on appelle rotation 
d'un angle 8 une transformation qui conserve l'origine des courdon- 
nées et transforme tout vecteur zx 0 de coordonnées polaires p, 
en le vecteur z’ de coordonnées polaires p, q + 8. 

Exprimons la rotation en coordonnées rectangulaires. Soit, 
en coordonnées rectangulaires, z = (z,, z2), z° = (x;, x;). Nous 
avolis 


z, = p cos (p + 8) = p (cos cos 8 — sin y sin 6) — 
= Z1 cos 0 — x, sin 6, 
z, = p sin (p + 8) = p (sin cos 8 + cos p sin 8) — 
= zx, sin 0 + zx, cos 6: 
ce qui représente les formules cherchées de la rotation en coordon- 
nées rectangulaires. Par définition une rotation conserve la longueur 
de tout vecteur. Montrons qu'une rotation conserve également 
l'augle de deux vecteurs. Si q et Ÿ sont les angles polaires de deux 
vecteurs zx et y, alors les angles polaires des vecteurs zx’ et y’ obtenus 
par rotation sout q + 8 et # + 8 respectivement. L'angle w formé 
par les vecteurs x et y se détermine à partir de l'équation cos © = 
= cos (® — %)}, l'angle w” formé par les vecteurs z’ et y’ à partir 
de l'équation cos ©’ = cos L(q + 8) — (ÿ + 8)]; puisque © et 
w’ sont les deux dans l'intervalle limité par 0 et x, alors &© = w’, 
ce qu'il fallait démontrer. Le déterminant des coefficients de la 
transformation linéaire construite vaut, évidemment, 1. 
b. Généralisons la définition d’une rotation au cas d'un espace 
euclidien 7-dinensionnel. On appelle rotation ou transformation 


orthogonale une transformation linéaire zx’ = u (x), ou bien, en 
coordonnées, 


0 


Zi = Uts +. HUinn: 
| | ” 
Tn — Uni: +... +uüUnnZn: 
qui conserve les longueurs des vecteurs ainsi que les angles qu'ils 
forment, et pour laquelle det || u,;, || = 1. 

Trouvons les conditions qu'il faut imposer aux coefficients u,, 
pour que les propriétés formulées soient remplies. Soit e, — 
= (0, ..., 14, ..., 0) G = 1, ..., nr) et ej — u (e;). Les vecteurs 
e,, -.., en doivent être orthogonaux et normés (2.68.a), de même 


que les vecteurs e,, . .., en. Il résulte de (1) que e;j = (u,,, ..., u,j}, 
nous avons donc 
14 pour {=}, 


TRS 2 us = | 0 peur i# j. (2) 


Les conditions (2) sont en même temps suffisantes pour que la trans- 
formation (1) soit une rotation. En effet, supposons que zx’ = u (x), 


il 3ak. 2285 
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y” = u (y) soient déterminés d’après les formules (1); alors 
n ñn n n 
(z',y)= Dane D (D ua) (D uuyys) = 
L k=]l il j=1 
n n n n 
— » > (> Uhiun y) T1Y; = D Tiys (ZT, y), 
il j=1] h=1 ii 


d'où la conservation des longueurs des vecteurs et des angles qu'ils 
forment. On peut montrer que, pour #7 = 2, la définition donnée 
coïncide avec la définition a (exercice 19). 


5.26. Coordonnées polairesdans l'espace. Cal- 
culons l'angle a; formé por un vecteur x =: (2, ..., z,) et un 
vecteur de base €, — (0, ..., 1, . .., 0) dans un espace euclidien 


n-dimensionnel À,. D'après la formule générale 5.74, 


En (z, ej) TJ 
CE TE Te Ta 


Par conséquent, les coordonnées rectangulaires du vecteur z peuvent 
être mises sous la forme 


zy=|7|cos (x, ep), z=|z|(cos (x, e), ..., COS (&, en). (i) 


Les angles ay=(x, e;) et |z| sont appelés coordonnées polaires 
du vecieur zx. Il existe la relation suivante entre les nombres 
Œ: .. Un : 


s costay= D =. 


ji=1 


L'angle des vecteurs zx et y s'exprime par leurs a ngles polaires a, .. 
.. An et Bis - .., Pa Suivant la formule 


cos (x, y) = = COS a-C09 D; +... + cos a, -cos Ph. 


Si © — (@1, -.., wA) est un vecteur unitaire, | & | — 1, alors 
les nombres &w, comme on le voit de (1), sont les cosinus des angles 
formés per le vecteur & et chacun des vecteurs de base: &, — 

/N 
= COS (o, e;). 

En particulier, les coefficients uy, de la rotation 5.75 (1), en 
tant que coordonnées des vecteurs unitaires ej, admettent une inter- 
prétation géométrique directe: un coefficient u,, est le cosinus de 
l'angle que le vecteur e; forme avec le vecteur de base er. 


$ 9.8. FONCTIONS VECTORSEILLES CONTINUES 16.4 


$ 5.8. Fonctions vectorielles coutinues 
d'une variable vectorielle 


5.8i. Considérons une fonction y = f (x) qui a pour domaine 
de définition un ensemble G dans uu espace euclidien n-dimensionnel 
E, et pour domaine de valeurs un espace euclidien m-dinensionnel 
E,,. Une telle fonction est appelée application de l'ensemble G & E, 
dans Eh. Comme £, et E,, sont des cspaces métriques (2.68), les 
résultats de $ 5.1 sont valables pour les appiications. D'après la 
définilion gériérale 5.11, une application y = f (x) est dile continue 
pour x = à € G si lim f (x) = / (a), ou, autrement dil, si. pour Lout 


e >> Ô, il existe un ô > 0 tel que | x — a | < 6 implique 
| f (x) — f (a) | <e. 


Naturellement, le symbolc | | désigne ici les distances dans les 
cspaces Æ, et En. 

5.82. Si l'on exprime la fouction y = f (zx) en coordonnées, on 
obtient le syslème suivant des égalités : 


ii = h Gun ..., ue = h (æ): 


Um = Jin (Eu +, “= re (), 


dans lequel figurent m fonctions uuinériques de la variable z — 
= (z,, ..., z,). Il résulto de 4.74 que la relation 


lim { @&) = f (a) 
est équivalente à m sion pour les fonctions numériques 


a fi @) = fi (a), 


Se Îm (&) = Îm (a). 
L’ application y = f (x) pa donc continue pour x = a si, et seule- 
ment si, toutes les rm fonctions numériques f, (x), .. fe (z) sont 
continues pour z = &. 

5.83. Certains des théorèmes du $ 5.1 sur les fonctions continues 
nnmnériques restent valables pour les applications continues. Notam- 
ment: 

a. St f(x) ct g (x) sont deux fonclions vectorielles (applications) 
continues pour z = zo € G, alors la fonction f (x) + g (x) est continue 
elle aussi pour zx = zx. 

b. Si @& (x) est une fonction numérique définie dans G ei continue 
pour z = Zo el g(zx) une application de G& dans R,, continue pour 
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z = zo, alors @& (x) g (x) est une application de G dans R,, continue 
elle aussi pour x = £o. 

“ce St y = j (x) est une «pplhcation continue en un point x = zo, 
alors t f (x) | est une fonction numérique continue pour x = x. 


5.84, Soit w = / (z) une fonction définie sur un ensemble G 
dans le plan euclidien Æ£, et dont le domaine de valeurs est aussi 
dans le plan £,. Alors z = (x, y}, w = (u, v) peuvent être consi- 
dérés comme nombres complexes. La fonction w = f (z) s'appelle 
fonction complexe d'une variable complexe. Conformément à 5.81, 
la fonction w = f (z) est continue en un point (non isolé) z = « € G 
si Lim ÿ (z) = f (&), ou, autrement dit, si, pour tout e& = 0, il existe 


un > O tel que |z—a|<6 implique 
1f(G)—f() 1 <e. 


Conformément à 5.82, pour que la fonction w = f (z) = u (z) + 
+ fv (2) soit continue pour z = &, il faut et il suffit que les deux 
fonctions à valeurs réelles uw (2) et w (z) soient continues pour £ = a. 

D'après 5.83.a, b, si deux fonctions complexes / (2) et g (2) 
sont continues pour z = à, la somme / (z}) + g (z) et le produit de 
{ (z) par toute fonction réelle & (z) continue pour z = & le sont aussi. 
En partant des opérations connues sur les nombres complexes, on 
peut ajouter à ces propriétés les suivantes : 

a. Si f (2) et g(z) sont deux fonctions complexes continues pour 
z = a, le produit f (z) g(z) l'est aussi pour z = a. 

b. Si f (z) est une fonction complexe continue pour z — «a et telle 


que f (a) = 0, alors est continue elle aussi pour z = a, 
c. Si f(z) et g(z) sont deux fonctions complexes continues pour 


z = el si g(a) 0, alors ne 
Ces propositions résultent des propriétés correspondantes des 


limites (4.73.e). 


5.85. La fonction w — 2 est, évidemment, continue pour tout 
z=1z—+iy. En vertu de 5.84, tout polynôme w = P (z) = az" +- 
+ az" 1+,,,+ a À coefficients complexes 45, . .., &n est une 
fonction continue de z, et toute fonction rationnelle 
P(z) _ oo +...+an 
QG)  Bom+... Fin 


est continue partout, sauf pour les valeurs de 3 telles que Q (z) = 0. 


est continue elle aussi pour z = a. 


LD = 


5.8. Théorème sur l'existence d'une racine. 
Un nombre z, qui satisfait à l'équation P (35) = 0 s'appelle racine du 
polynôme P (2). Dans le domaine réel, il existe des polynômes qui 
ne possèdent aucune racine (exemple: P (x) = x? + 1). Le théorème 
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fondamental de l'algèbre affirme que, dans le domaine complexe, 
tout polynôme qui n'est pas constant possède au moins une racine. 
Nous allons démontrer ce théorème. 


a. Lemme. Soit un polynôme P (2). Pour tout À sitif, Ll 
existe un R tel que, pour |z | > À, on «a l'inégalité | P (z) | > À. 


Démonstration. Nous avons pour «4, #0 et z-# 0: 
P(z)=007"+aztt+...+a = 
= 42" 


+] 


La limite de l'expression entre parenthèses, pour Z2—+ o, valant 1 
(4.73.f), il existe un nombre À, tel que, pour |z | > A1, 


jt++... + > 
et, par conséquent, 
|P(1=l@0lzl" >7l@llsl. 
Si l'on pose maintenant ]z2| > R> 2A,, alors l'inégalité 


1+ te + 


LP(2){>+ 100121" >+1001 A" > 4 


D 
est satisfaite pour R>> V 22. ce qui démontre le lemme. 


b. Lemme. Soit P (z) un polynôme de degré n > 1. Si P (20) 5 
2 0 et si un nombre 60 > 0 est donné, «alors il existe un point 2;, 
za — 20 1 < 60 tel que | P (z1) | 1 P (80) |. 

Démonstration. Considérons d’abord le cas où z, = 0, 
P (0) = 1. Soit a, le premier des coefficients ns, . : «, &g qui 
n'est pas nul. Alors 


| P(2)=1+ an +... Has" =1+a,3" [1 + AH (2)], 
ou 


H (= +... +2 a", 
Comme, évidemment, H (0) = 0, alors, en as de la continuité 


du polynôme H (2), fl existe un cercle Iz21ISES 60 6 te | <1, 
dans lequel la condition 


1 
1H (|<+ d) 
est satisfaite. Trouvons z, de l'équation 
Jon | 
à 
d'or 
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qui cst résoluble (5.73). Evidemment, |z,| 6. Alors 
LP (21)1= 11 + an2h + ex2#H (z)| = 
=|1—6"|ax—6"|au AH (z1)| < eo 


+6" [an [1H ()1<A4— 6" lan +5 6" jan | = 


=1—5 6 [af <1, 


ce qu’il fallait démontrer. 
Dans ie cas général, à l'aide de la relation 


P (z) = 2 az = 2 an [{Z2— 2) + 20]""", 


nous disposons le polynôme P (z) dans l'ordre des puissances dé- 
croissantes de z2—2: 


P (z)}= à ban (z—2)""*,  P(z)=bo#0. 


En y remplaçant z—7, par &, on obtient 


P(z)=boPo (6), 
où 


Po(t)=1+gLt+... + SEE" 


Puisque | P (2) 1 = | bo l'| Po © |, le problème se ramène au pré- 
cédent. 

c. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théo- 
rème fondamental. 


Théorème. Tout polynôme P (2) = ao +... +a,(n >1, 
ao # 0} possède, dans le plan complexe, uu moins une racine. 


Démonstration. La fonction | P (z) | est non négative, 
posons 


a= inf {|P(z)|)}. 
2EC 
Ensuite, en appliquant le lemme a on trouve un À tel que, pour 
1212, on a l'inégalité 
|PGl>a+t. 


Donc, les valeurs de P (z) à l'extérieur du cercle |z | < À n'ont 
aucune importance pour le calcul de «. Nous pouvons noter 


a = inf {|P (2) |}. 
HET 
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Or, le cercle V = {}z | R}, contrairement à tout le plan €, est 
déjà un ensemble compact (3.96.e}. D'après lo théorème 5.16.b, la 
fonction continue |? (z} | atteint, en un point z9 € V, sa borne 
inférieure : 

1 P (20) | = &. 


Si « — 0, alors ? (25) = 0. Montrons que la supposilion P (25) 0 
amère à une contradiction. 

Le point z, appartieut à l'intérieur du cercle V parce que, pour 
1z21= À, l'inégalité ] ? (2) | a +1 est déjà valable. Ainsi, 
un certain petit cercle | z — 20 | & 6, cst entièrement inclus daus 
le cercle V. D'après le lemme b, on peut trouver dans ce cercle nn 
point z, tel que | P (z} | | P (20) |. Or, ceci veut dire que a = 
— | P (20) | n'est pas la borne inférieure de la fonction | P (20) | 
dans le cercle V. La contradiction obtenue montre que LP (25) = 0, 
et le théorème est déinontré. 


5.87. On sait de l'algèbre [20] que, pour deux polynôines quel- 
conques ? (z} et © (z) # 0, on peut trouver, en divisant et en déga- 
geaut Île reste, deux autres polynômes S (z) et À (z) tels que 


PG)=Q(SG)+R() (1) 


de sorte que ou bien À (2) = 0, ou bien le degré de 2 (z) (reste) est 
inférieur à celui du polynôme Q (z); P (z) est alors appelé dividende, 
Q (z) diviseur, S (z) quotient. La somme des degrés du diviseur et du 
quotient vaut le degré du dividende. Ici z est tout simplement un 
syinbole, pas forcément un nombre, et le polynôme P (z) est une 
expression formelle définie par l'ensemble des coefficients ay, ... 
... An, avec les règles naturelles d'addition et de multiplication. 
En substituant à z, dans l'égalité (1), un nombre complexe quel- 
conque, cette égalité devient une égalilé entre les nombres obtenus. 

Soit, eu particulier, Q (2) = z — z,. Alors R (z) est de degré 
nul, donc est une constunte. Si, de plus, z, est une racine du polynôme 
P (2), alors la constante Z? (z) est nulle; en effet, 


R() = R (2) = P (2) —S (2) (41 — 21) = 0. 
La décomposition (1) prend la forme 
P(z) = S (2) (2 — zi), 


où le polynôme S (z} a 7 — 1 pour degré. 
En appliquant ce procédé au polynôme S (z} = S, (2), on obtient 


S (2) = S1(z) = Sa (2) (z — 22), 
Z2 étant une rocine du polynôme S, (z}, donc aussi du polynôme 


P (2); le degré du polynôme S, (z) est n — 2. En continuant de la 
même manière, on peut abalsser les degrés des quotients successifs 
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jusqu'au zéro, el on aura la décomposition 
P (2) = So(z—z). (2 = 29, 


où S, est une constante et z,, . .., Z, les racines du polynôme P (2). 
Elles ne sont pas forcément distinctes deux à deux; en réunissant 
les parenthèses qui contiennent les mêmes racines, on aboutit à la 
forme définitive de la factorisation du polynôme 


P (= So(z—z)r...(E — 2), (2) 
les nombres z;, . .., zx étant déjà tous différents. Les exposants 
Fu - +, rh sont appelés multiplicités des racines correspondantes. 


En imnultipliant les parenthèses, on peut voir que le nombre S; 
est égal au coefficient du terme du plus haut degré du polynôme 
P (2). 


5.88.a, Décomposition de fonctions ration- 
nelles en éléments simples. Pour deux polynô- 
mes donnés P; (2) et P, (z) (à coefficients complexes, par exemple), 
on peut construire leur plus grand commun diviseur D (z}, c'est- 
à-dire un polynôme du plus haut degré possible, qui divise exacte- 
ment chacun des polynômes P, (z) et P: (z) [20]. On démontre qu'il 
existe la représentation 


D G}= Pi(z) Si (2) + Pa(z) S2 (2), 


où S,(z) et S:(z) sont encore des polynômes en 2. 

Il est évident que toute racine du polynôme D (z) en est une 
pour chacun des polynômes P, (z) et P2 (2). Donc, si P, (z) et P>; (2) 
n’ont aucune racine commune, leur plus grand commun diviseur 
est une constante qu’on peut poser égale à 1. 

b. Considérons une fonction rationnelle 

Q (2) 
Pi (2) Pa(2) ? 
P,(z) et P;,(z) n'ayant aucune racine commune. D'après ce qui 
précède, il existe des polynômes S, (z) et S,(z) tels que 


Pi (2) Si (2) + Pa: (2) S2(2) = 1, 
et, par conséquent, 
Q (2) = Q (z) Pa (2) Si (2) + Q (2) Pa (2) S2 (2). 
En divisant les deux membres de cette égalité par P, (z) P: (z}, on a 


QU)  _QUS1U), Q()S2() 
FU PU — PU FT 


On peul continuer celte opération en décomposant P, (z) et P: (2) 
en produit de facteurs sans racines communes. Etant donnée la 
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représentation 5.87 (2) pour un polynôme P (z), on peul construire 
ainsi la décomposition d’une fonction rationnelle SK) en somme 


P (2) 
h 


Pis) So (831)! Se (2—2n)* j=i (83) 4 


En disposant chaque numérateur @, (z) dans l'ordre des puissances 
de la différence correspondante 3 — zj, on peut passer ensuite de la 
décomposition (1) à 


R F3 
QU) _ Ajm 


où 7 (z) est un polynôme et 4,,, des nombres. La formule (2) donne la 


décomposition de la fonction rationnelle CG en partie ent'ère et 


P (2) 
éléments simples *). 


5.89. Polynômes à coefficients réels. 

a. Si P(2) =, +an_,2 "1 +... + a, est un polynôme à 
coefficients réels et z, le nombre complexe conjugué d'un nombre z,, 
alors, d'après 2.73, 


P (20) = Gn2? +... +dp=un28 +... +ap= P (20). (4) 
En particulier, si z, est une racine du polynôme P (2), i.e. P (29) = 0, 


alors l'égalité (1} montre que P (25) = 0 aussi, c'est-à-dire que 3, 
est lui aussi une racine du polynôme P (2). 


b. Soit 29 = Zo + {Yo 20 = Zo — Yo; alors (z — 30) (2 — zo) = 
= (2 — 20 — tyo) (2 — To + iyo) == (2 — z0) + y. En divisant le 
polynôme P (z) par le trinôme à coefficients réels (2 — zo) + y, 
on obtient | 

PG)=l@G— 2x0)" + y] P: (2), 


où P, (z) est encore un polynôme à coefficients réels. Ceci permet de 
mettre la décomposition 5.87 (2) sous une forme réelle en réunissant 
les facteurs à racines complexes conjuguées; à la place de 5.87 (2), 
on a alors une décomposition en produit de facteurs à coefficients 
réels 


P (2) = 50 12 — 2) + yat [3 — 25)? + y)" x 
X (G— ms)... (2 —2,)r, (2) 


*) L'unicité d'une telle décomposition est aussi démontrée en algèbre: 
voir [20]. Le théorème d'unicité est à la base de la méthode des coeflicients indé- 
terminés qui permet de construire la décomposilion (2). On peut tronver cette 
méthode dans [8). 
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OÙ Zi Æ in. : . …, y + y, sont les racines non réelles du polynôme 
D (2), et zspr : . ., 2, #es racines réelles avec les inultiplicités 
respectives 5,4, . .., Sh, ln particulier, les racines non réclles x, + 


+ iy; et x) — iy, out une même inultiplicité. 

ec. D'une mauière analogue, Ju décuruposition 5.88 (2) en élé- 
meuts simples pour deux polynômes @ (z) et P (z} à coefficients 
révls pent être mise sous la forsne 


M laut 10 3B jm À jm 
res (Ste) S (Scan) 


=] \e a=f+1 
le lecteur n'a qu'à effectuer les transformations nécessaires 


$ 5.9. Suites de fonctions 


5.91. Considérons d'abord une suite des fonctions 
fa (Z), 12 (zh, ., În (&), (1) 


données sur un ensemble quelconque Æ, à valeurs dans un espace 
métrique 4/. Nous dirons que la suite (f} converge sur l'ensemble E 
si toute suite de Ja forme 


fa (&o): fa (So): - + ++ fn (fo), - - : (to € E) 


possède uue linite dans M. Cette limite qui dépend, naturellement, 
du poiut x, sera désignée par f (xz0); ainsi nous aurons nne fonction 
f (x) appelée limite de la suite des fonctions f, (x): 


f(x) = Lu În (x) (2) 


De la sorte, l'égalité (2) veut dire que, pour tout € => O ct tout 
poiut zo € Æ. il existe un numéro W (qui dépend de e et du point zo) 
tel que, pour tous les n > #, 


p [f (zo}, fn (Zo)l & €: (3) 


2.92. Exemples. 
a. La suite de fonctions nuinériques 


fa (= 2f (2 


converge vers zéro dans le domaine de définitiou de la fonclion 
nuinérique f (x). 

b. La suite de fonctions numériques /, (x) = x" converge daus 
l'intervalle —1 << x < 1, Sa limito f (x) ost une fonction qui vaut 0 
hour æ <<1 ct { pour zx — 1 
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ec. La suite de fonctions 
nsinnz pour 0<r<+, 
fn (z) = a 
0 pour +<I<7 


converge en tout point z € [0, x] vers 0. Notons que, dans cet exem- 
ple, l'écart maximal de Ja fonction f,; (x) de la fonction limite f (x) 
qui vaut n ne converge pas vers 0 et, qui plus est, croît indéfiniment. 


5.93. En général, la fonction limite d'une suite f, (x) peut ne 
pas posséder les propriétés propres aux fonctious f, (x). Ainsi, dans 
l'exemple 5.92.b, les fonctions f, (x) sont continues sur [0, 1], 
tandis que Ja fonction limite est discontinue. Pour que l'on puisse 
dire quelque chose de définitif sur la fonction limite, il faut, habi- 
tuellement, imposer quelques conditions au caractère de la con- 
vergence. 

L'une des plus importantes conditions de ce genre est formulée 
dans la définition suivante. 


Définition. Une suite de fonctions 5.91 (1) est dite uni- 
formément convergente vers sa fonction limite f (x) sur Æ si, pour 
tout € >> 0, on peut trouver un numéro W tel que, quel que soil 
un point Z, € £, l'inépalité 


p If (to), fn (Go)l < € (1) 
a lieu pour n > “. 

Cette définition diffère de 5.91: ici un même numéro Ÿ con- 
vient pour tous les points zo € Æ, tandis que, dans la définition 5.91, 
le nunéro V dépendait du choix du point x. Donc, l'inégalité (1) 
doit être remplacée par l'inégalité 


sup P [ (Gh h @I<e (2) 


pour tous les »n# > NW = N (e). 
Dans l'exemple 5.92.a, la convergence de la suite f, (x) vers sa 
limite est uniforme, et dans les exemples 5.92.b, c non. 
L'utilité de la définition introduite est confirmée par les théorè- 
mes qui suivent. 


5.94. Théorème. Si chacune des fonctions f, (x) est bornée, 
c'est-à-dire que, pour un point p € M, on « les inégalités 
P [fn (2), PK Cn m—=1, 2 ..)), 
ei si La suite f(x) converge uniformément sur Æ, alors la fonctian limite 
Î (x) est aussi bornée. 


Démoustration. Pour un e>>0 donné, par exemple 
pour e — 4, trouvous un numéro # de façou à avoir, pour n > W 
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et pour tout zE£€EËE, 
P a (&) f@I<e=t1. 
D'où, pour tout zéE, 
p (fe, pl <plf (a), fx (2) + plfn (2), pl 1 +Cx, 
et nous voyons que la fonction f (x) est bornée. 


5.95. Théorème. Supposons que E soit un espace métrique et 
que toute fonction de la sutte f, (x) sott continue en un point x, € E. 
Alors, si La suite f, (x) converge uniformément, la fanction limite f (x) 
est cantinue elle aussi au point xo. 


Démonstration. Pour un e>0 donné, trouvons un 
numéro # de façon à avoir, pour tout n > V et tout z€£E, 


P Un (x), fa) <+. (1) 


La fonction f, (z) étant continue pour z = zx,, il existe un 6 > 0 
tel que, pour tout x de la boule V = {p (x, zo) 6}, on a l'iné- 
galité 


p fn (@), fn (ol <+. (2) 

Notons les inégalités (1) pour les points z € V et xoet pour n — W: 
P x (co), f (col <+, (3) 

p (fn (a) f (2 <=. (4) 


Il résulte de (2)-(4) que, pour zx € V, 
p If (x), f (xo)l <e, 


ce qui exprime la continuité de la fonction f (x) pour z = &o. 
5.96. En conséquence, nous avons: 


Théorème. La limite d'une suite uniformément convergente 
fn (x) de fonctions continues sur un espace métrique E est une fonction 
continue Sur E. 


9.97. Lorsque l’espace métrique M est un espace réel »-dirmen- 
sionnel R,,, de sorte que les fonctions f, (z) sont des fonctions à 
valeurs vectorielles, les inégalités 5.93 (1) et 5.93 (2) prennent res- 
pectivement la forme: 


Lf (Go) — fn Go | < €, (1) 
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pour tout % € E et pour n > N (e, 2); 
Lf (to) — fn Go) 1< €, (2) 


pour tout n => À (e). 


5.98. Dans le même cas (M = À,,), un critère de convergence 
uniforme analogue à celui de Cauchy 4.75 a lieu. 


Critère de convergence uniforme de 
Cauchy. Pour qu'une suite des fonctions f, (x) définies sur un 
ensemble E et à valeurs dans un espace R,, converge uniformément sur 
l'ensemble E, il faut et il suffit que, pour tout e >> 0. Il existe un 
numéro N tel que, pour tous lsn>N,p>N, 


sup fn (x) — ff (T) 1 €. 
xéE 


Démonstration. Supposons que les fonctions f, (x) con- 
vergent uniformément sur Æ vers une fonction f (x). Alors, pour un 
e >> 0 donné, nous choisissons un numéro tel que, pour tout 
n>Net tout zCE, 


ln) —1(D1< +: 

En particulier, pour un p > N et pour tout z€CE, 
lfp(z)— 1 (D 1<+-. 

Donc, pour tout x € E et pour n et p choisis, 


FAO ACIES 
sup IRD EI e 


Par conséquent, 


Inversement, supposons que la condition de Cauchy soit remplie. 
En particulier, la suite des vecteurs /; (x), Zo): 
avec un x, € E fixe, vérifie alors le critère de Cauchy dans Re (4. 75). 
Donc, en vertu du théorème 4.75, la suite /, (zo) converge dans R, 
vers un vecteur que nous désignons par f(x»). Avec tous les z = 
= zo € E possibles, on obtient une fonction j (x) à valeurs dans À, 
Montrons que f, (x) converge vers / (x) uniformément. 

Passons à la limite pour p —->+ o dans l'inégalité 


| /n (zx) — f» (x) | e- 


La distance étant continue (5.12.b}), nous avons, pour tous les z € E 
et n> NN, 


fn @) —f(t<e 
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ce qui exprime la convergence uniforme de f, (x) vers f (x). Le théo- 
rème est démontré. 


Remarque. Dans l'énoncé du théorème, on peut remplacer 
l’espace À, par n'importe quel espace métrique complet. Nous 
reviendrons à ces questions dans le chapitre 12. 


Exercices 


1. Soit donnée une fonction numérique y == f {r) définio dans un Voisi- 
nage d’un point xs. On sait que, pour tout à => 0, {1 exisle un & => 0 Lel que 
12 — 20 | << Ô implique | f (z) — f (re) | < e. Est-ce que la fonction f (x) est 
continue pour z2= #7; 

2. Supposons quo, pour tout e=0, il existe un 060 tel que 
1f(z) — # (ro) | << e impliquo | x — x, | << 8. Est-ce que la fonclion f (x) est 
continue pour r = % 

3. Démontrer la continuité de la fonction y = | x |. 

4. Discuter la continuité des fonctions y = (z) (partie fractlonnaire de z) 
et y —= [x] (partie entidre de z) (1.71). 

5. Démontrer que la fonction do Riemaon 


ñn 


2 st z—% est une fraction irréductible, 
1(x)= n 
O si z est irrationnel, 


qe continue en tout point irrationnel et discontinue en lout point rationnel de 
axe. 
6, Si deux fonctions numériques f (x) et g (x) sont conlinues, alors les fonc- 
tions 

max {f (x), g (x)), min (f (x), g& (x)} 


le sont aussi. 

7. Si une fonction numérique f (z) est continue pour z Ella, bletsiz,, ... 
+. ZA Sont des points arbitraires de cet intervalle, alors ii oxisto un point 
zo E la, bl tel que 


DOTE RER UE 


8. Si une fonction monotone bornée jf (x) esl continue sur un intervalle 
(a, b)}, fini ou infini, alore elle est uniformément continue sur (a, b). 
9. Une fonction monotone f (z) définie sur (— ©, æ) ct satisfaisant à l'équa- 


tion fonctionnelie f (x + y) = f (r) + f {y) est de la forme 
f (zx) = az. 


10. Indiquer, sur (—œ, œ), les intervalles de convergonce uniforme de la 
suite des fonctions 


fn = 5 - 


11. Démontrer que la relation 5.61 (4) n'esl pas une couséquence des reia- 
ire A (4)-(3), et la reialion 5.61 (1) n'est pas une conséquence des relations 
61 (2)-(4). 
Rare fonction f (x) est définie pour — æ << z << ©, et, quols quo soient 
deux points r, <zrz2etunce€{f (eu), { (xa}}, il existe un point z, € (z1, 22) en 
lequel f (z.) — «. Esto que ia fonction f (r} est continue? 


HISTORIQUE 47: 


t 


43. Vérifier le table de vaieurs : 


44. Soit une fonction réelie f G définie eur un intervaile [a, bl. Démontrer 
que l’ensemble des points c € [a, b], pour lesquels lim f (x) existe et est diffé- 
Zn c 


rent de f (c), est au plus dénombrable. 

145. Soit #& — O, fifa . . . t, -. . la représentalion décimale (1.77) d'un 
nombre réel 4, 0 Kt << 1. Soit, ensuite, nm << n2... << np +... Une sous- 
suite de la suite des nombres naturels. Discuter la continuité de ia fonction 


r(t>—0, tngfng +. nn. 


16. Démontrer que i'ensemble A des points du plan qui sont suilués sur ie 
circonférence unité l centrée à l'origine des coordonnées et qui ont les angles 
polaires 4, 2, ..., n, ... est partout dense sur T. 

17. Pour qu'une orne (x) définie et continue sur un ensemble P partout 
dense dans un compact # admetle un JE OngenEns continu sur tout A (|l.e. 
pour qu'il existe une fonction F (z) définie et continue sur M et identique à 
{ (x) sur P), il faut et il suffit que / a soit uniformément continue sur P. 

18. Démontrer qu'une fonction réelie f (z) définie el non décroissante dans 
l'intervalie (a, b) peut avoir au plus un ensemble dénombrablo de points de dis- 
continuité. 

19. Démontrer qu’une rotation dans l'espace n-dimensiounel (5.76.b) pour 
n = 2 est la rotation d'un certain angle dans le plan (5.76.a). 

20. Si, dans ia définition d’une rotation dans un espace n-dimensinnnel 
(5.76.b), on omet la condition det || uy, || = 1, alors la transformalion linéaire 
obtenue, si elle n'est pas rotalion, est Une srotalion avec réfloxion », i.e. le re- 
sullat d'une réflexion (hi =8:, ..., Enr 6h 1, Ên = — En) suivie d'une rotation. 


Historique 


La première définition correcte de la continuité pour les fonctions d’une 
variable réelle est donnée par Bolzano (1817), puis par Cauchy cel Les deux 
savants obtiennent le théorème sur la Valeur intermédiaire (5.22) en appliquant 
le « critère de Cauchy ». Le théorème 5.16.b qui dit qu'une fonction continue 
est bornée ct atteint ses bornes sur un compact esl trouvé (pour un intervalie 
fermé) par \W'eierstrass aux environs de 1860. On doit à Heine (1870) la définition 
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de la continuité uniforme et le théorème correspondant sur les fonctions conti- 
uuos (5.17.b) (pour un intervalle fermé). 

La fonction exponentielle d'exposaut fractionnaire esl connue depuis long- 
temps (Stifel, 1544) : à cette époque lointaine, on remarque déjà qu'à un produit 
de puissances correspond la somme d'exposants, et que ceite propriété peut 
être utilisée dans les calculs. Les premières tables de logarithmes sont dressées 
par Neper (1617) et Bürgl (1620). La définition complète de la fonction exponen- 
tieile et du logarithme ainoi que la démonstration de la continuité de ces fonc- 
tious sont données au milieu du XIXe, siècle, dès l'apparition des théories assez 
développées des nombres réels. 

Los fonctions trigonométriques (en Lant que segments dans un cercle) sont 
connues dès l'antiquité (La première Lable de sinus est étabiie par Ptolémée au 
116 siècle). Les mathématiciens indiens connaissaient la formule 5.61 (l (Aryab- 
hala, Ve siècie). Les formules 5.61 {2) et (3) sont obtenucs per le msthématicien 
sllomand Regiomontaous {XVe siècle). Euler (XVI{18 siècle) introduit iss nota- 
tions modernes des fonclions trigonométriques. 

11 existe une autre construction axiomatique de la théorie des fonctions tri- 
onométrignes qui ne suppose pas l'exlstence de solutions de cortaines équations 
onctionnelles ot part des considérations de la théorie de groupes continus [16). 

Le problème d'existence d'une racine complexe de tout polynôme à coeffi- 
cients complexes £e pose dès le XV1I0 siècle ; au siècie suivaut on en doute plu- 
sieurs solutions, dont aucune ne peut être rigoureuse faute d'une théorie dévebn- 
pée de nombres réels et de continulté. La première démonstration rigoureuse qui 
précise le rôle de la continuité est donnée par Gauss (1799) ; les lacunes qui sub- 
sistent eont comblées per les travanx de Bolzano (1817), Cauchy (1821) et enfin 
de Dedekind-Cantor-\Wsierstrass (1874). 

La notion de convergence uniforme d'une suite de fonctions ei son rôle dans 
la conservation de la continuité sont établis par Stokes et Seidei (1847-1848), 
puis par Cauchy (1853); d'allleurs un théorème analogue, pour un cas particu- 

ier, étail déjà donné par Abel (1826). 


CHAPITRE 6 


Séries 


En mettant de différentes manières 

ne, Lt pitt re Hs l'oxpression 1 — 

+ 1 —1 jupe peux, à mon 

ré Sbtonie 6” ou 1. Mais alors l'idée 

e la création ex nihifo devient parfaite- 
ment plausible. 


Guido Grandi (1703) 


Quant à moi, j'avoue que tous les 
raigonnements ct caleuls basés sur des 
séries non convergentes... m'ont tuujours 
l'alr extrêmement suspect. 


Jean d'Alembert (1748) 


$ 6.1. Séries numériques. Séries à termes posltifs 


6,11.a. Soit a, @2 ..., &n, .- .. une suite de nombres réels. 
Formons les sommes partielles 


S: = Ass 
Sy = “ + Se 


sn = & + 83 +2 + An: 


Définition. Si la suite des nombres $,, #2, . .., Sn, .. 
converge vers une limite finie s, nous dirons que la série numérique 


Aa +aa+...a +... (1) 
converge et que sa somme est le nombre s = lim s,. Si la suite des 
fi 
nombres 51, S2, : . ., Sn, . . - diverge, nous dirons que la série (1) 
diverge et nous ne lui associerons aucune somme. 
Les nombres 4, a, . .. sont appelés termes de La série (1). Toute 
somme finie am +... + a, esl un morceau de la série (1). 


b. Exemple. Soit la série numérique 
1+rztri+... + Lt... (2) 
i2 ak 2285 
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où zx est un nombre fixe. Les sommes parlielles de cette série sont 
calculées d’après la formule de Sominalion d'une progression géo- 
inétrique 


Sn — S z" — = . 
Rk=0 

Si {z { 1, alors z" — O0 pour # —+ oo, d'où la convorgence de 
Sn Vers Ja limite 

| 
Er» (3) 

Donc, pour {rz {<<1, la série (2) converge et la valeur de sa 
somme cst (3). 

Si x = 1, alors, évidemment, 

$ÿn=1+...+i{=n, 
la serie (2) étant donc divergente. Pour z — —1, nous avons 
& = 1, 8e = 0, Ss = 1, Sa =0,..., 


de sorte que, tout cn étant bornée, la suite s, n’a pas de lisnite, et 
la série (2) diverge. Enfin, pour {zx {=> 1. lu quantité }s, | croît 
indéfiniment avec n, de sorte que la série (2) diverge Loujours. 

En résumé: la série (2) converge pour | z | << 1 vers la somme (3) 
et diverge pour |z| > 1. 

c. Critère de Cauchy pour une série. En 
appliquant le critère de Cauchy (3.72) à la suite des somines partielles 
Si S2e + + Sn- - - . Ct comple tenu du fait que, pour m <<n, on a 
Sn — Sm = Am + -.- + 4, nous obtenons le critère de Cauchy 
pour une série: 

La série (1) converge si, el seulement si. or tout e => 0, il existe 
un nombre {N iel que, quels que Sintm>N,n=> m, 

[amer +... tal <e. 

d. En particulier, lorsque lu série (1) converge. alors, pour tout 

e >> Ü, il existe un tel que 


$ = 


| fin Î < €, 
dès que n > NV, c'est-à-dire que lim a, = (. 
no 
Douc, pour une série convergente a) +...+an +..., la 
suile de ses Lermes @3, . .., 4,, . . . Lend vers zéro. La relation a, —+ 0 
représente donc une condilion nécessaire de convergence de la série 
t;+...+an +... Il existe des séries a, +...+a, +... 


divergentes. pour lesquelles a, —> 0 (exemple dans 6.15.h}, de sorte 
que la condition a, —+ 0 n’est pas une condition suffisante de conver- 
gence d'une série. 

ce. Une autre condition nécessaire de convergence d'une série 
découle de 3.43.b: toute suite convergente est bornée. Donc, pour 
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loute série convergente & +... + a, + ..., la suile de ses sommes 
partielles est bornée. Tout en étant une condition nécessaire de con- 
vergence, cette condition n’est pas une condition suffisante. Ainsi, 
les sommes partielles de la série 4 — 1 + 1 — 1 +... sont bor- 
nées, sans qu'elle soit con vergente. 


6.12. Aux nuiméros suivants (6.13-6.17), nous considérons les 
séries à terines uon négatifs. Pour une telle série, les sommes 51, 
S», - - . forment une suite non décroissante. Donc, si Les sommes 
partielles Si, $», . .. d’une série à termes non négatifs sont bornées 
(pour n —+ 00), alurs La série est convergente. Nous voyons que, pour 
une série à termes non négatifs, la condition nécessaire 6.11.e est 
aussi suffisante. 

6.13,a, Cette prouriélé est à la base du critère de comparaison : 

Si une série à terntes non négatifs a + aa +... +ar +... 
converge, alors il en est de même de loute série à termes non négatifs 


b+b+...+<b, +..,, 

s'il existe une constante c et un numéro N tels que, pour n > N, on 
a les inégalités b, << can. 

Ln effet, soient s—= a +a +... et oo =b +.,.+b,; 
DOUS avons, pour ñ >> iV: 

On =d+..  +b Lb +... + b\ + 
+c(ansi +... +a) <b +... +b, + es. 

h. Exemple. Si les lermes d'une série à termes non négatifs 

dy + bo... vérifient les inégalités 
b,<c0" n=N,N+t,...), 

oùc>0et 0 << 06 LA, alors la série b; + b2 + .., converge. 


En effet, on peut appliquer le critère de comparaison et 6.11.b 
en posant a, = 0”. 


6.14. Les deux critères qui suivent sont basés sur les résultats 
de (.J3. 


a. Critère de d'Alembert. Si une série à termes 
positifs 


4a+a+...+an+aunss +..s (1) 
vérifte l'inégalité 
lim “tt < 1, (2) 
LUECT- n 
alors la série (1) converge. Si 
. An +1 


la série (1) diverge. 
12° 
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Démonstration. Etant donné (2), on a, pour un 8 <1 
et à partir d'un numéro À, 
“LEO (n>N). 
An 
Donc 
UnN+t << Pa, Axt2 K Bay, ES < 0? An: e « r3 Evsr K < 6* an) 7 
et la couvergente de la série (1) découle de 6.13. Etant donné (3), 
on a, à partir d'un numéro #, 


>œ1i (G=N,N41,...); 


<nit 


donc ax4, >4@n.  - ax+r, - - ., de sorte que les Lermes de la 
série ne tendent pas vers O0: par conséquent, la série (1) diverge en 
vertu de &.11.4. 


Exemple. La série 


J , 1-2:3. 
ERÉCRE SP REM ETES 


cunvergc parce que 
Anti n+1 + 
an ETES ER 


b, Critère do Cauchy. Si une série à termes posilifs 


d+a+...+an +... 7 (4) 
véril ie l'inégalité nn 
lim / ar <1, (5) 


alors la série (4) converge. Si 
lim Va 1, (6) 


0 


la série (4) diverge, 
Démonstration. Une fois (5) remplie, l'inégalité 
Ya n< [s) 


a lieu pour un 8 < 1 et à PAGE d'un numéro , d'où, pour n > N, 


<.0", 
et la série (4) convnrge d'après 8, 3. Une fois (6) remplie, l'inégalité 


an > 1 
a lieu pour un n >> #, quel que soit V. I] en résulte que 

an > 1; 
lonc, les termes de la série (4) ne tendent pas vers O0, et la série 
diverge d’après 6.11.d. 
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Exemple. La série 
24) +(4) + (D. 


converge puisque 
n/—  n+1 1 
VA gt +s. 


6.15. Signalons encore un critère de convergence utile dû à 
Cauchy. 


St A>t>.. > >... >0, la série Da, converge ou 
1 
diverge en même temps que la série 


> 2*a,n. (1) 


En effet, considérons la somme S a), et soit un nombre k tel 
que 2*=>m. Alors | 
G+... Tam &+... +, = +(a+as)+...-+ 
+ (ans +... +0) + 2024. +2} ans. 


Si la série D] 2*a,x converge, le second membre ne dépasse pas 
l 


sa somme. Donc, les sommes partielles a, + ...+ a, sont bornées, 
et Ÿ a converge. Au contraire, si k est Lel que 2% <m, nous avons 

A+... +am>@+... +an= 0 + a+ (as Fa) +... + 

+(asn-1,; +... +as) >74 + do + 2a3+... + 2 lan = 

= _. (a, + 2az+4as+ ... +2} an), 
et la divergence de la série > 2*a,x implique celle de la série 
S an. 
* œ 
Excmples. a. La série > _ converge pour p >> À el diverge 

pour O< p<. | 


En effet, si p>0, les termes de la série ne croissent pas, el 
on peut appliquer le crilère de Cauchy. La série (1) est alors de 
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la forme 


æœ L. J oo 
ÿ» _ = jaune Sa, où a =2"?, 
\ 


et le résultat cherché découle de l'exemple 6.13.b, vu que, pour 
p>1, ona2i-P —1{,et, pour p < 1, on u 2!-P >. 
Notons que 
= 
(n +1) NP fnti\r T\r 
ue OR Cr 


ñn 


1 (1—+00), 


de sorte que le critère do d'’Aleinbert n'est pas appliquable au cas 
considéré. 


b. En particulier, la série 5) + diverge. Chaque Lermo de cetle 
! 
série, à partir du deuxième, est la incyonne harmonique de deux 


LU 
L= L.. L 0 Le «4 { 
lermes voisins*), c'est la raison hour iaquelie la série S,— est 
L 


dite harmonique. 
ss 1 à 
c. La sérle 2 Tr éonverge pour p>>1Â et diverge pour 
0<p<1 (si a>1). Dans ce cas aussi, vu la non-décroissance du 


logarithme (5.42), on peut appliquer le même critère de Cauchy. 
La série (1) a alors la forme 


2n î 1 I 
à 2n (Toga 2) D (RlOga2)}? (loge 2)P » n° 
et on est remené à l'exemple a. 


6.16. La convergence ou la divergence de noinbreuscs séries, 
pour lesquelles les critères de d'Alcenbert 6.14.a et de Cauchy 6.14.b 
ne jouent pas, peut être établie en comparant une telle série avec 
une série 6.15.a ou c. 

Remarquons au préalable que ce ne sont pas seulement Îles termes 


de séries qu’on peut comparer, mais aussi les rapports de termes 
voisins. 


*) Un nombre a s'appelle #oyenue harmonique ae deux nombres b et e si 
Ù i fl 
a -2\0t7 


€ 
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Lemme, Etant données deux séries à termes positifs Sun ei 
L] 
D'Un, st l'inégalité 
| 


Un+t PS 2 Pt 2 R Dn+1 (1) 


Un Un 


oo 
a lieu pour tous les n assez grands, et si la série Sun converge, 
1 


alors il en est de même de la série Diun. 
Ù 


Démonstration. Supposons que l'inégalité (1) soit vérifiée 
par n=N, N+1, N+2, .... En multipliant membre à membre 
les inégalités (1) écrites pour n=N, N+1, ..., N +p, on trouve 


UN+p UN+p 
——— << — 
CA UN 
ou bien 


Uyip< nr UN+p (2 
l'inégalité (2) étant valable pour tous les p—1, 2, ..., la con- 


vergence de la série Du, résulte de 6.13. 
1 


6.17.a. Théorème (critère de Raabe). Si, pour une 


série à termes positifs D\un, le rapport de deux lermes voisins peut 
1 


être mis sous la forme 


Hart = 4 (E +1 pour no, cf. 4.39), 


alors la série Ju, converge pour a et dverge pour a <1. 
1 


Démonstration. losons Un =! alors, d'après 5.59.f, g, 
Un+1 CH L pE 


aa — 
— — 


ROME RE 3) Ne Fou 
Si a>1, choisissons un pE(1, 2); pour les n assez grands, nous 
avons 


_Unti 4 —<È < q— mn, 
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La série 2 Un étant convergente (6.15.a), la convergence de la 


géric Ÿ un résulle de 6.16. Si a<<4, choisissons un pE(a,t): 


pour les n assez grands, nous avons 


ist _SE£ _unn 
Un { E < M. ue 
œo 


Si la série > Un Convergeait, la série 21 Vn elle aussi convergerait 
d'après L 6.16. Or, cette dernière diverge (p<1), donc, la série 
D! un diverge. 

Ï 


b. Exemple. Considérons la série (y et ô sont des nombres 
auires que O0, —1, A La is) 


nan .(y+n— 1) 
D) 5 tô+ RE - (1) 
Y 
gré 
Dens vec cas, ass = RER mt TE. D'après a, la 


crie (1) converge si ô—y>=1 et diverge si 0—y<t. 


$ 6.2. Séries à termes réels do signes quelconques 


6.21. Pour une série 


a +a+...+an +... (1) 
à termes réels quelconques, considérons ln série à lerines nou négatifs 
[a l+lal+...+lal+r... (2) 


Théorème. Si la sérle (2) converge, lu série (1) conrerge elle 
aussé. 


Démonsirantion. Pour un e = O0 donné, irouvous un 
uumméro Ÿ de façon à avoir 


lamssl+..rlal<e 
pour n> m > %. Les m cl » ainsi choisis, 10us avons 
am Fee + an 1 lam+i +. + lan l<e 


de sorte que la condition de Cauchy &.11.c est remplie pour la série 
(N\ ce qni démontre le théorèm. 
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6.22, Une série (1), pour laquelle la série (2) converge, est dite 
absolument convergente. 

11 peut arriver qu'une série (1) converge, tandis que la série (2) 
diverge (on en donnera un exemple dans la suite); une telle série (1) 
est dito semi-convergentie. 


6.23. Critère de Leibniz. $ia, a >ü>...et 
an —> 0, alors la série alternée 


Uy—G2+ai— a+... 
converge. 


Démonstration. Nous avons 
$2n+: = Sn -1 — on + Gong < Sans 
San+2 = £2èn + Conti — Con+2 Z2 San» 


de sorte que la suite s2, s4, - . . ne décroît pas et la suite s,, 53, . .. 
ne croît pas. Pour tout k et pour n >, 


2 LS Lee: KL San K S2n + dons = Sont Lee Shi 


de sorte que la suite $:, 4, . .. est majorée par n'importe quel 


S2nt1; par conséquent, E — lim s», < S2n+, pour tout k. Ceci 
ns 
veul dire que lim s2, sert de minorant à tous les s,,,,, il existe 
no 
donc lim Son+1 et 


Liomd 
E— lim Son < dim Sons = 1. 
= D no 
Ensuite, nous avons 0 &S n — E < Sans — Son = Aon+,; COMME, par 
hypothèse, a+, —+0, alors E = n = lim s, (4.64), ce qu'il fallait 
no 


démontrer. 
6.24, Exemples. 
a. La série 
| [ | 
1 MEL 7T IE …. («> 0) 


converge d'après le critère de Leibniz. Lorsque a = 1, elle converge 
absolument (6.15.a). Lorsque 0 < &« < 1. elle n'est que seini-con- 
vergente, puisque la série des valenrs absolucs 


diverge (6.19.a). 
b. En particulier, la série alteruée 


I { | 
la ra 
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converge. Dans ce qui suit (9.74), nous donnerons la valeur de sa 
somme. 


c. Soit la série 


ñn YO +t)...(+r—1) 
D (— 1)" un, Un = HET Gr) 


n=1{ 
Ÿ: 60, — 1, — 2, » 


Cette série converge absolument pour 6 => y + 1 (6.17.b). Mon- 
trons qu'elle converge pour 8 => y (au sens de la semi-convergence). 
Comme 

Unes 4 S—Y ÿ 
Un n 
(6.47.b), si 6 => y, nous avons u,,, <C 4, au moins pour les n assez 
grands. Pour appliquer le critère de Leibniz, ïl reste à établir que 
lim u, —= 0. Vu 5.59.d et g, nous avons 


no 


]n _— =In({-— E)= ir (E' +1 pour ñn — co); 
n 


n 
n n £" 
Int=in Et... +in = —(6—v) ÿ Tu 
h=1 


d’où, étant donné la divergence de la série harmonique (6.15.b), 
ln ln; —> —00, donc, un, —> 0, ce qu'il fallait démontrer. 


$ 6.3. Opérations sur les séries 


6.31, Définitions. Soient deux séries nuinériques 
G+a+t...+a +... (1) 
b+b+...+b, +... (2) 

a. La série 

(as + 0) + (az + be) +... + (an + bn) +... (3) 
s'appelle somme des séries (1) et (2). 

b. Si «a cest un noinbre, alors ia gérie 

GA, + Gas +... + aan +... (4) 


s'appelle produit de la série (1) par Le: nombre a. 
c. La série 


ab, + (aibe + biaz) + (aida + asba + a3b,) +... (S) 
s'appelle produit des séries (1) et (2). 
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Toutes ces définitions sont bien formelles si l’on u'introduit 
aucune hypothèse sur la convergence. C'est dans le théorème suivant 
qu'elles acquièrent un sens intuitif. 


6.32. Théorème. 
a. Si Les séries (1) et (2) convergent et Dai — À, > b, = B, 
î î 
alors la série (3) converge elle aussl, et D {ax + bx) = À + B. 
t 


b. Si la série (1) converge et Sun: A, alors la série (4) con- 
! 


verge elle aussi et >'aur = A, 
! 
©. Si Les séries (1) ef (2) convergent, Ÿ ax = 4, Ë bn = 5 el 


l'une au moins de ces Séries converge absolument, Clos la série (5) 
converge et sa somme vaut AÀ:B. 


Démonstration. (a) Si An = },üR, Br = D Un ulors 
! ! 
D (an + bn) = An + Bn à A+ B pour limite. 
! 
n n 
(b) Si A44— Da, alors aux =aA, à &œA pour limite. 
1 


n n 
(c) Posons An = 2 Gus Bi = D ibr, cn— 
! 


M3 


Gnbn-n [SE] Ch . 
n 


= Zen. Supposons que la série Ÿ bn converge absolument, de 


sorte que D= Sbx|< 0. Les noinbres A, sant bornés car ia 
! 


suite À, >, ... converge; soit M—sup|4,[. Les nombres 
| An — Am|<|An|+lAml sont bornés par le nombre 2. Pour 
un e >> O donué, trouvons un nurnéro Ÿ tel que, pour an>œm>N 


| s Cu € — et > EME LT , Alors, pour n>2N, 


hrtn 

En CE + an) b, À- (as +. .—+ün) bn +. 0 + 4 Gnbo | <<. 

<tr+...Hanl{bn|-+Hles+ ... + el lBnsl+.. + lan lbel< 
ZA ITU |... + lbrull+ss Qh2l+ s.. + DES +S=e, 


de sorte que iim Ch = lin 4,B, — A.B, ct le théorème est démontré. 


> fi— © 
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Lorsque les deux séries (1), (2) sont semi-convergentes, le théo- 
rème c n'est plus valable (cf. l'exercice 5). 


6.33. Groupement de termes d'une série. 


Soit une série 
ajtat.. +an +... (1) 


Soit, de plus, une suite croissante m, << m2 <<... de nombres 
naturels. Posons 


ŒGi = a+... + am, 
QG2 — Umi+1 à … + Gras 
Œn = Amn-j#t ee: À Emn: 
On dit que la série 
Gta +...+an +... (2) 
est obtenue par groupement de la série (1). 
Théorème. Si la sérle (1) converge, La série (2) converge vers 


la même somme. 
En effet, pour tout n, 


Got... +a = 4 +... + Ann 


et, lorsque n —+ , ie secoud membre a pour limite la somme de la 
série (4). 


6.34. Le problème des conditions sous lesquelles la convergence 
de la série (2) implique celle de la série (1) paraît plus iutéressaut. 
Dans le cas générai, cette implication n'a pas lieu; ainsi, la série 
1{—1+1—1+... diverge, tandis que la série (1 — 1) + 
+ (1 — 1) +... obtenue par groupement converge (vers la som- 
me 0). Les théorèmes a et b donnent certaines conditions, sous ies- 
quelles la convergence de la séne (1) est une conséquence de celle de 
la série (2). 


a. Théorème. Si la série (1) est à termes positifs ei la série 
(2) converge, alors la série (1) converge elle aussi. 
En effet, pour tout n, 


TE 
=u+...+on< Ja 


de sorte que les sommes partielles de la série (i) sont majorées ; il 
ue reste qu'à appliquer 6.12. 
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b. Théorème, Sia,—+ 0 et si le nombre d'éléments de chaque 
groupe est borné par une même constante (i.e. mn — Mn < M, pour 
tout n), «lors la convergence de la série (2) implique celle de La série (1), 

En effet, pour un n donné, trouvons m, et ms4, de façon à avoir 


Mn SAS Magie 
Alors, si 4 = 4 +.., +an, 01 = &@y +, ..—+ an, nous avons 
En — O1 = lémags +... +a | <S Memax |a; | —+ 0, 
J>mh 
pour k + œw; il cn résulte que les nombres s, ont la mème lisnite 
que On. 


6.35. Permutations de termes d'une série. 
Soit une série 


Gjhast .+a +... (1) 


Définition. Si m,, M2, :.. est une permutalion de l'en- 
semble des nombres naturels, alors la série 


b+ba+...+b, +... (2) 
OÙ Dh — ämn (n = 1, 2, , . .), est appelée permutation de la série (1). 


Théorème. Si la série (1) convergeet a, > O (n = 1, 2, . . .), 
alors la série (2) converge vers lu mëme somme. 


Démonstration. Pour toute somme partielle 


On = bd +... + (3) 
de la série (2), il existe une somme partielle 
Smm) = C++: + nm (4) 


de la série (1) comprenant tous les termes de la somme partielle (3). 
De même, il existe une somme partielle 


On =dn+... + bn +... + bnm 


de la séric (2) qui comprend tous les termes de la somme partielle 
(4). Comme «, > O0 pour tout n, nous avons 


On < Smin < O non) (3) 
La première de ces inégalités a pour conséquence 
On < Snatn) < $, 


de sorte que la série (2) converge; désignons sa somme par 0. Il 
est évident que m (n) et V (n) sont au moins égaux à n. donc crois- 
sent indéfiniment avec n. En passant à la limite dans (5), pour 
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H —+ oo, nOus Obtenons 
C<S< 0, 


d'où o = 5s, le théorème étant ainsi démontré. 


6.36. lhéorème (Dirichlet). Sëé la série 6.35 (1) converge 
absolument, la série 6.35 (2) converge absolument vers la même somrre. 


Démonstration. La convergence absolue de la série (2) 
résulle de (6.35. Pour un e => O0 donné, trouvons un numéro À tel 
n 


que | sv — sl <+ et que l'inégalité pà la & _. ait lieu pour 


m 
m > N. Soit po un nombre tel que toute somme partielie ©, de lu 
série (2), avec p > po, comprenne ies premiers termes de iu séric 
(1). Alors, pour tout p > po, lu différence ü, — sk ne comprend 
que les lermes de la série (1) de riuméros supérieurs à VW: douc 


e , 
IS —o1<—, d'où 
P 2 
JS — Oo I<IS—-svl+Isn—01<e 
Ceci veut dire que o,—+s, ce qu'ii fallait démontrer. 


6.37. Le cas des séries semi-convergentes est toul différent. 


Théorème (Riemann). Etant donnés une série 6.35 (i) 
semi-convergente el deux nombres quelconques &æ <B (sur la droite 
réelle achevée), il existe une permutation 6.35 (2) de la série 6.35 (1) 
telle que 


lim 0, = «, lim o, = B. 


Démaustlrotionu. La sorie 6.35 (Qi étant convergente. ses termes Lea- 
dent vers 0. [i n'existe donc qu'un nombre fini des nuinéros n pour fusqueis | a, | 
dépasse un nembre posilif donné e. Ceci jermet de choisir, anus Lont ensemble rs 
lermes de ia série 5,35 (4), le plus grand (ou ie pius grand en moduie). Eu Séna- 
rant, 1lons cetle série, ies terines posiLifs et {es torines négatifs ct en choisissant 
successivement Îes termes ics plus grands (au ies pius g'ands en module), uans 
sommes en mesure de former doux séries: i'une 


pÉrpi+t..+pat.:. (1) 


compusée de tous les termos pusitifs de ia série 6.35 (1) rangés dans l'ordre de dé- 
croissance, do sorte que p, > p2 > ...: et i'aulre 


Dn+rh++n+s...: (2) 
“nmposée des valeurs nbsoiucs de tous ies termes négatifs de In série 6.35 (1) 


raugés eux aussi dans l'ordre de décroissunce, de surte que q > g > ...: 
Les deux séries sont divergentes. 


$ 6.3. OPÊÉNATIONS SUR LES SERIES {ui 


En effet, si les deux séries (1) et (23 convergeaicnt vers ies sammes respeclives 
sel a, aiors ia série 6.85 (1) convergerail absolument, puisque toule seine fans 
|al<+...+ 10, | ne dépassereil pas ia somme s de o. 

Abordons le cus où l'une des sûries (1}, (2, converge el l'autre non, Sunpo- 
sons, que exempie, qgiie la sévio (2) converge vt la série (1) diverge. Les soinines 
partielles s, de ia série 6,35 (1) comprennenl, lorsque à croit, un nombra de plu 
en plus grand de Lermes des séries (1) et (2): ies termes de la soric (1) dannuul une 
somme nbitrairement grande, tandis que ceux de Ia série (2) ne peuvent fourun 
qu’une somme iimilée. Ainsi, 8, —+ oo €l 1n série 6.3% (1) ne peul pas être conver- 
gente. Une situotion aunlngne à condition de changer de signe, a iieu si ia série 
(4) converge et in série (2) diverge. Donc, ies deux séries (1) el (2) divergenl, 

A présenl, nous construisons avec ies termes des séries (1} et (2) une nouvei- 
le série d’après Ja règie suivante (puus le cus où @ el B sant finis). Les sommes par- 
1ielles s$ de ia série (4) croissent indéfiniment ; Lrauvous un puméro n, (le façon 
à avoit 


Pit + pans te P pit. bn, 


le l'on a déjà ps >> 8, on pose n;—i). Ensuile, 1rouvons un nuniero m1 de 
açon à avoir 


PI ee Pan — cee — QG SEE Pie ns — ml: 
Ensuile, Lrouvous un numéro », de façon à avoir 
Pi ee + Pa eee — em + Pet + te Pants SP < 
<Piko Pme en ne +: À Pre 
puis un numéro m, tel que 
Pit + Pa 0 en Pat ee À Pos Om 2 7 ma 
RE Pi + HP on Pret ee Pre mi 2 Tmon 


Continuons la conslruction indéfiniment. Nous aboulissoss à une série 
b+b+. +, +... (3) 


qui représenie une permutation de in série 5.35 (i). Montrons que in série (A) 
satisfait à ia condition demendée, 

a. £es points & et P sunt des valeurs d'adhérence de La suite des sommes partiel- 
les de la série (3). 

En cffet. ies sommes pnrticiles de ia cérie (3) de numéras nj, n + sn -F 
Hnssses M Hm Hn +, Æompn + mg ss diffèrent dc an pis 
de Pr: Pas Pr respectivement, crs dernières qneanlilés terclant 


vers 0; d'une façon analogue, les sommes partielles de la série (3) de numéros 


no + mt, no + mine + me, ,.., nn + ms + na Him + 0. ns + 


+ m), : .. diffèrent de & au plusdeg,, mt" mis respectivement, 


ces dernières quantités tendant elles nu:ai vers 0. 

b. Aucune valeur d'adhérence de la suite des srmmes partielles de la série (V 
n'appartient à l'extérieur de l'intervalle (a, B]. 

En effel, si, par exemple, y => B et y — B — H >> 0, nous trouvons 4h nu 


méro n, tel que Pna < — ; aiors toutes les sommes parlielles de Ja série (3) dr 


2 
numéros supérieurs à nn, + m + ...—+ mp + 1 ne dépassent pas À -- 


+ Pr, <B+ 5 et différent de y d'au moins 5 : 
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11 est évident que les propositions a et b démontrent ie théorème en cas de & 
cl f finis. Lorsque l'un des nombres a et f (ou les deux) est infini, la construc- 
tion doit être un peu modifiée ; nous proposons au lecteur do la réaliser. 

En particulier, posons & = f — p, la série (3) converge alors vers le nombre 
p, Nous voyons qu'en permulant les termes d'une série semi-convergente d'une 
manlère convenable, on peut la faire converger vers une somme donnée à l’avan- 
ce. 


$ 6.4. Séries de vecteurs 
6.41. La définition de la convergence d'une série de vecteurs de 


l'espace À, est complètement analogue à la définition 6.11 de la 
convergence d'une série numérique, notamment : 


Soit &,, . .., Em, - - . une suite de vecteurs de l'espace AÀ,. 
Ecrivons les sommes partielles 
Si —= € R,, 


S2 = 4 +u2€E Ah, 
êm = +üa +... + amE Ar, 


Si la suite s5,, . .., Sn. ... des sommes partielles converge dans 
l'espace R,, nous dirons que la série vectorielle 


Ga +a +... +emt... (1) 


converge et a pour somme le vecteur s = lim s,. Si, au contraire, 


nm 
la suite de vecteurs s, ..., Sn, . . . diverge, nous dirons que la 
série (1} diverge. 


6.42. Puisque la convergence dans l'espace À, se réduit à la 
convergence de chaque coordonnée (3.32.f)}, on peut dire que la 
série des vecteurs 

Œ; —=3 (CITE , = 3 Ain}: Œ = (Gos, . + +3 on); à « 
sais (On nn eee 
converge si, et seulement si, loutes les séries numériques 
Gi tent... Fam te... 


yo + Goo + + Go Eve 


+ - L] LL 


Ein + Con Fes + mn +... 
convergent; de plus, la somme de la série }\ am est Le vecteur p — 
— (Pi, . .., Pr) dont toule composante p, est la somme de la 


œo 
série numérique correspondante 7 A mx: 
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6.43. Le critère de ‘auchy étant valable pour les fonctions vec- 
torielles, en particulier pour les suites vectorielles (4.75), il l'est 
également pour les séries vectorielles : 


Critère de Cauchy pour une série vec- 
toricelle. Une série vectorielle a +a+...+a, +... 
(c,, € R,) converge si, et seulement si, pour tout e => O0, il exisle un 
nombre N tel que 

lémt +... + an | <e, 


dès quen>m>N. 


Là 
6.44. En particulier, pour toute série vectorielle convergente Ÿ) «,, 
! 


on à lim &, = 0. 
0 


6.45. En appliquant le critère de Cauchy de la même façon que 
dans 6.21, on obtient la condition suffisante de convergence que 
voici: 

Une fois la série numérique 


la l+lal+... + Ten | +... (1) 


converge, la série vectorielle 


Gjt+a+...+amn +... (2) 
converge elle aussi. 
Une série (2) pour laquelle la série numérique (1) converge est 


dite absolument convergente. Lorsque la série (1) diverge, et la série 
(2) converge, la deruière cst dite semi-convergente. 


6.46. Les résultats 6.32.a et 6.32.b sur l'addition de séries et la 
multiplication d’une série par un nombre restent valables pour les 
séries vectorielles. La proposition 6.32.c, dans le cas général, n’a 
plus de sens, la multiplication de vecteurs n'étant pas définie. On 
conserve les résultats 6.33 et 6.34.b sur le groupement de termes 
d'une série, ainsi que 6.36 (la permutation de termes d'une série). 
Les énoncés des théorèmes inverses, y compris la réciproque du 
théorème de Riemann, prennent des formes assez originales; ils sont 
donnés dans les exercices 17-22. 

Les séries à icrmes complexes considérées comme séries vecto- 
rielles dans À, rentrent dans le schéma ci-dessus. Pour elles, outre 
les résultats généraux signalés plus haut, on conserve le théorème 
gur la multiplication de séries (G.32.c): 

Si deux séries à termes complexes 


++... +äam+..., (1) 
b+bi+... +b, +... (2) 
13 3an. 2285 
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convergent et que l’une d'elles au moins converge absolument, «lors la 
série 


Gb + (a;bz + aob1) + (abs + a3b2 + asbi) +... (3) 
He elle aussi et sa somme vaut le produit des sommes des séries 
1) et (2). 


La démonstration reproduit celle du théorème 6.32.c. 


6.47. Pour des séries vectorielles semi-convergentes, on peut se 
servir du critère d'Abel-Dirichlet qui est basé sur une transformation 
spéciale de sommes vectorielles finies appelée transformation d'A bel. 


a. Soient des nombres &,, . .., & et des vecteurs b,, ..., bn. 
Posons 
Œ, = Go — Qu, Œn = As — O2, +, ns = Em — Em 
BP, = b,, B; = b, + b:, 3 B,=h+... +0. 
Théorème (transformation d'Abel). Quels que 
soient Les nombres ar, . . ., Gm et les vecteurs bs, . . ., b, l'égalité 
suivante & lieu: 
rm m—1 
2 Gnbn = GmBm— ahBr (m—=2, 3, ...). (1) 
= | = | 


La démonstration se fait par récurrence. Pour m = 2, 
l'égalité (1) est, évidemment, remplie: 
œb, + G2b2 = @2 (by + be) — (œ2 — &:) bi. 
Supposons qu'elle soit remplie pour un numéro m; montrons qu'il 
en est de même du numéro suivant m"m + 1. Par hypothèse de récur- 
rence, nous avons 


mt m mi 
> Gb = 2 CAN + Œm+10m+1 = Cmbm _— 2 aiBr Æ Am s1Dmee 
mi mi = 


C'est l'égalité suivante qui est à démontrer : 


m—1! 
amBm— D ahBn + Gm41bms1 = GmriBmyt — > GiBr—GnBm. (2) 


m—1 
En réduisant dans (2) les termes À aiB», on obtient 
=! 


GmBm + Em+10m+: Gm+1Bm+ — Embm = 
= Gmy1B met — (Gmti — Cm) Bm 
En réduisant d'abord «MB, et cn divisant ensuite par &h+; 


(si œm+1 7 0), nous aboutissons à l'égalité b,,,, = By}; — B, 
qui est, évidemment, juste. En effectuant les trensformalions dans 


l'ordre inverse nous obtenons (2). 
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b. Signalons une inégalité résultant de (A): si & > ar >... 
Zam>0et |B, |<C (k=1,...,n), alors 


| È ab | << 2Cau. (3) 


Eo effet, dans l'hypothèse formulée, on 8 |anBn|<amC< @, 
ou et 
| 5 ciBn|=| e (— ai) Bl<C > (— ai) = 
= C[(ar— me) +... + (@m-s — ml = C (ss — am) < Cas ; 
c'est pourquoi (3} résulte de (1). 


c. Critère d'Abel-Dirichlet pour les sé- 
ries vectorielles. La série 


2 Gmbm (4) 


converge st äm NN O et les vecteurs B,, = b, +... 4 b,, sont bornés, 
1Bn1< Ce 


Démonstration. Appliquons l'estimation (3) à un mor- 
ceau de la série (4). Nous avons 


LÈ anbr | <'2Ciapr 


GC’ 


Ci ha 2 bp + .… +br|= Sup Li +... +br)— 
P<r<q 


PET< 


CE Le .. + bp) | = sup | Br— Bh-; | 2C. 
P<r<q 


La quantité obtenue tend vers zéro pour p — œ et n'importe 
quel g > p. On peut donc appliquer le critère de Cauchy 6.43 à la 
série (4), de sorte que la série converge. 

d. Le critère de Leibniz 6.23 est un cas particulier du critère 
d’Abel-Dirichlet. On le verra en posant n = 1etB, = 1,85, — —1, 
B3 = 1, B, = —1,... Avec la seule condition n — 1, le critère 
d'Abel- Dirichiet est déjà plus puissant que celui de Leibniz. 

Considérons deux séries réelles (n = 1) 


D Gm Sin m8, (5) 


ÿ Cm COS M6 (6) 
13* 
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et la série de nombres complexes 


2 Gm (cos m0 +- : sin m8). (7) 


me 


Trouvoñs les valeurs de 6 pour lesquelles les séries données 
convergent. Posons 3 = cos 8 + t sin 8: alors (5.72) |z | = 1 et 


2" = cos mô + i sin m6. 


Ensuite 
js +1 
3) (cos k8 +-i sin k8) = S 2° — —— : 
h=0 h=0 
« 2 2 
| D (cos k9 + 1 sin k@)| < Ti—:] — J1—cos0—1sn0] — 
h=tD 
È D 
pes se EN 
On voit que ja quantité 
m 
| © (cos k6-+ i sin k6) | 
AD 
reste bornée pour m —+ 00 si 8-40, +2, +4n, . .. . Supposons 


maintenant que les nombres &,, tondent vers zéro on décroissant. 
On peut alors appliquer à lu série (7) le critère d'Abol-Dirichlet ; 
on en conclut que La série (7) converge lorsque am N O et 8-0, 
+n, ... Dans les mêmes conditions, les séries (5) et (6) convergent 
elles aussi puisqu'elles représentent les parties réelle et imaginaire 
de la série (7). La série (5) converge même pour 8 — 0, H2n, ..., 
car ces valeurs de 6 annulent tous ses termes. 

e. L'inégalité (8) implique les inégalités analogues dans le 
domaine réel: 


2 
| > cos k8|< V2. 
LECTT 
rm (3) 
| D sine |< y 72 
Am 
Ces estimations sont souvent employées lorsqu'on a affaire au 
critère d'Abel-Dirichlet. 


f. Daus le cas particulier où &u = 7" (r 1), il est aisé do 
(rauver les sommes des séries (5)-(7). Notainment, en sominant la 
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progressiou géometrique on a 


œ ; œ | L ! 
DE 72 PS = TS ENT EN D: 
0 


En séparant les parties réelle et imaginaire, on trouve 
1 _. 1—r (008 6 —1 sin 6) res 
1—r(cos6+isin0)  [1—7 (cos 8 +1 ein 6){-{1 —r (cos Ü—isin6)| 
_1—rcos 8+irsin 6 
7 1—2rco88+7r1 


d'où 


2 r" cos m8 — Re 2 reins — T2 cdi LE rs: 


D r" sin m8 = Jin ÿ\ r'elmo = a ea (voir 8.63(5)). 
0 0 


6.48. Séries bilatérales. 
a. Soit une suite «infinie dans les deux sens» de vecteurs 


es Œons es np gr us + + - En, « - - Nous définissons la somme 
de la « série bilatérale » 


œ 

D &n (1) 
comme limite des sommes partielles 

> Gh; 
lorsque m, n tendent vers l'infini indépendamment l'uu de l'autrs, 
à condition que ladite limite existe. Autrement dit, la série (1) 


converge et a s pour somme si, pour tout e >> O, il existe un numéro 
N tel que, quels que soient m, n > N, on a l'inégalité 


Le Dal<e (2) 


b. Le théorème suivant ramène la convergence d'une série 
bilatérale à celle de séries unilatérales. 


Théorème. La série (1} converge si, et seulement si, Les deux 
séries « unilatérules » 


DT el . (3) 
4 


a 


198 CH.6. SÊRIES 


convergent : St les deux dernières sèrles convergent et 
æ œ 
2ün = A: Zen B, 


alors la somme s de lu série (1) vaut À + B. 
Démoustraticou. Supposons que les séries (3) convergent. 


Pour tout e => 0, on peut trouver un numéro tel quo si r >> W, 
m > AN, alors 


l4—-Sal<s. 18-Sesl<+ 
U I 
d'où 
| (4 +8)— Zal=|(4—Ze)+(8- Zas)|<e. 


ce qui veut dire que la série (1} converge et 8 À + B pour somme. 
Réciproquement, si c'est la série (1) qui converge, alors il résulte 
de l'inégalité (2) que, pour n'importe quels p > Ÿ, g > 0, 


p- 1 p+q 
| S & =] Da) —(s— D a) |< 2e, 
pP mn 


| 


ce qui implique, en vert du critère de Cauchy 6.43, la convergence 


de la série ©, a,. La convergence de la série 9) a-, se démontre de 
ü ï 


façon analogue, ce qui achève là démonstration du théorème. 


c. Exemple. La série bilatérale 


S cn (cos at +isin ni) = S cel"! (voir 8.63(5)) 


converge partout pour £ € A,si D |c, | << 0 : elle converge partout, 


sauf, peut-être aux points { = 0, —+2n, -Hän, ..., si e, N 0, 
Cn NO (n—+ +oo) (cf. 6.47.d). 


6.49.a. Sommation symétrique de séries 
bilntérales. Une série vectorielle bilatérale 


DT (1) 
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est dite symnétriquement sommable s'il existe la limite pour n —- oo 
de ses sommes partielles symétriques 


Sn= Dan n1—0, 4, 2, ...; (2) 


dans ce cos, la limite s des sommes (2) s'appelle somme symétrique 
de la série (1). 

Si la série (1} converge au sens de 6.48, alors, évidemment, elle 
est symétriquement sommable et sa somme symétrique se confond 
avec sa somme ordinaire. Mais une série symétriquement sommable 
ne converge pas forcément au sens de 6.48. Par exemple, la série 
bilatérale composée des nombres &, valant 1 pour 4 > 0, O pour 
k—= Oet —1 pour # << 0, est bien symétriquement sommable (et 
sa somme symétrique vaut 0} sans être convergente au sens de 6.48. 

b. La sommabilité symétrique de séries bilatérales se ramène 
elle aussi à la convergence ordinaire: 


Théorème. La série bilatérale (1) est symétriquement som- 
mable si, et seulement si, la série unilutérule 


Go + 2 (an + ar) (3) 


converge ; la série (3) étant convergente, sa somme se confond avecla 
somme symétrique de la série (1). 


Démonstration. Le théorème découle de la coïncidence 
évidente de la n-ième somme partielle de la série (3) avec la n-ième 
somme partielle symétrique (2) de la série (1). 

La sommation symétrique est utilisée, par exemple, dans la 
théorie des séries trigonométriques de la forme 


» Cnet"! 
(III partie, chapitre 14). 


c. Exemple. La série bilatérale 


e”int e”2it e”it ett enit enit 
 — n — es 2 Fa To tueT 


n 


converge pour tous les 4-4 0, H2n, --än, ... (6.48.c), mais ne 
converge pas pour { = 0, +2n, +4n, . .., car, pour ces dernières 
valeurs de z, l'hypothèse du théorème 6.48.h n'est pas remplie. 
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lout de même, elle est symétriquement sommable pour toutes Les 
valeurs de 4€ R;, parce que la série 


ss etht  e-lhr - gin #1 
De k = D, — 
he] ! 

est parloul convergente (6.47.d). 


$ 6.5. Séries de fonctions 


6.51. Nous avons déjà rencontré des séries de fonctions ($ 6.4, 
par ex.}. Donnons à présent quelques définitions et théorèines géné- 
raux se rapportant à la convergence de telles séries. Soit une série 


A (xt) + a2(x) +... + an (2) +... (1) 


de fonctions définies sur un ensemble quelconque Æ et à valeurs 
dans RÀ,,. Cunformément à 5.91 et 5.93, formulons les définitions de 
la convergence et de la convergence uniforme d'une série (1). 


a. Définition. Si la suite des sommes partielles de la 
série (1) 


Sa (x) = @i (x), 


S2 (x) = ai (x) + a3 (2), 
Sn (x) = a (x) +... + a, (x), 


converge sur l’ensemble E, nous disons que la série (1) converge sur 
l'ensemble E ot appelons somme de la sérte (1) la limite des fonctions 
Sn (x): 


b. Définition. Si la suite s, (x) converge uniforinément 
sur l'ensemble £, nous disons que La série (i) converge uniformément 
sur l'ensemble E,. 


6.52. Le critère de Cauchy 5.98 est formulé de la façon suivante 
pour une série do fonctions vectoriciles: 

Pour que lu série 6.51 (1) soit uniformément convergente sur l'en- 
semble E, il faut et Ll suffit que, pour tout e >> 0, il existe un numéro N 
tel que, quels que soient n>N, p>n, zxCE, on uit 


Lans (D +... +aI<e. 


6.53. Dounons encore une condition suffisante shuple de con- 
vergence uniforme de la série 6.51 (1): 
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Critère de Weierstrass. Si 


sup |a, (x) | = a, 


et la série Ÿ) an converge, alors la série (1) converge uniformément. 
Cette proposition résulte de 6.52, vu l'inégalité 
Lan+s (x) + .. - + ap (2) 1 Gngs +: + 
et le critère de Cauchy pour une série numérique (6.11.c). 


6.54. Les théorèmes suivants sont des conséquences immédiates 
des théorèmes 5.94-5.95. 


a. Théorème. Si la série 6,51 (1} est formée de fonctions bor- 
nées à valeurs dans R,, et si elle converge uniformément sur ÆE, alors 
sa somme s (x) est bornée sur E. 


b. Théorèm o. St La série 6.51 (1} est formée de fonctions con- 
tinues sur un espace métrique E, à valeurs dans R,,, et si elleconverge 
uniformément sur E, alors La somme de la série (1) est aussi une fonction 
continue sur l'espace E, à valeurs dans R,,. 


$ 6.6. Séries de puissances 


6.61. Les séries de puissances sont d’un intérêt particulier dans 
le domaine comploxe. 


Définition. Une série de la forme 
ao + a (2 — 20) + az (2 — 20) +... + an (2 — 20) + ..., (1) 


OÙ Z=Z+iy, Zn —= Ze + éyr. et les coefficients &e, a, . . . sont 
des nombres complexes, s’appelle série de puissances (ou série entière). 


6.62. IL est utile de déterminer le domaine de convergence de 
cette série, c'est-à-dire l'ensemble des valeurs de z pour lesquelles 
la série 6.61 (1} converge. On a en l'occurrence le théorème suivant: 


Théorème (Cauchy-Hadameard). Posons 
_. — lim V Zn l 
où la limite supérieure est considérée sur la droite numérique achevée. 


La série 6.61 (1} converge, et même absolument, en tout point z avec 
[Zz — 2, | <R et diverge en tout point z avec |2— 23 | > R. 


__Remarque. Si Jim ÿ/ Ja; | = o, on pose À = 0. Si 
Lio ÿ |a, | = 0, on pose R = c, et alors le théorème affirme que 
la série G.61 (1) converge pour tout zE€C. 
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Démonstration. Abordons le cas d'un À 0 fini. Soit 
1 
lim YJan | | 
Cette inégalité peut être mise sous la forme 
[2—20) Him [a =fimyTasls—2l" <1, 


d'où, en vertu du critère de Cauchy 6.14.b et 6.45, la convergence 
de la série 6.61 (1). 
Dans le cas où 


Z2— 29 | < 


4 
2z—0l>——— ., 
im Yÿl{an] 


on a de même 


12—2%llimy/[an] = ny [an (22) | > 1, 


et, d'après le même critère 6.14.b ct 6.44, la série 6.61 (1} diverge. 


Laissons à nos lecteurs le soin d'examiner les cas À = 0 at 
À = ©. 


6.63. Le théorème 6.62 montro que le domaine G& € À, de cou- 
tergence de la série de puissances 6.61 (1} est le cercle de rayon A, 
et c'est la raison pour laquelle le nombre À s'appelle rayon de con- 
vergence de La série 6.61 (1). Plus précisément, le domaine G contient 
tous les points intérieurs de ce cercle (les z pour lesquels | z — 2, | 
<< À) et ne contient aucun point extorieur (pour lequel | z — 20 À >> 
> /t). En ce qui concerne les points de la circonférence même 
|z— 20 | = À, différents cas peuvent se présenter. 


æ 
Ld LI n 
Exemples. a. La série Ÿ} + converge pour tous les z, car 


b. La série 3,n"z" ne converge que pour z=0, puisque 
| 
+ slinÿ nr" = lim n = 00. 


c. Pour tout « fixe, la série D} #4z" a 1 pour rayon de ronver- 
l 
gence, vu que, en vertu de 5.58 (6), 
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Mais, pour & => Ü, la série ne converge en aucun point de la circon- 
férencc | z | = 1, ses tenncs no tondant pas vers 0. Pour & << —1, 
la série converge, et même absolument, en tout point de la circon- 


férence |z | = 1 (6.15.a). Si —1 < & <<0, alors la série diverge 
pour z = { tout eu convergeant pour tous les z £ 1, | z | = 1 (cf. 
6.47.d). 


6.64. Soit unc série de puissances 6.61 (1) ayant À pour rayon 
de convergence. Posons la question suivante: est-ce que cette série 
converge uniformément daus lo corcle | 2 — zo | << A? Dans le cas 
général, lu réporse est négative; aiusi, si la sério 


1+z+za +... 


convergeail uniformément daus son cercle de convergence | z | 1, 


alors sa somme serait bornée (6,54,a); or, sa somine vaut Te 


(6.11.b} et n'est pas bornée dans le cercle | z | 1. 

Tout de même, le thécrème suivant a lieu: 

a. La série 6.61 (1) converge uniformément dans tout cercle 
[Zz—201< À; <A. 

En effet, pour 12 — 20 |< AÀR,, en a l'inégalilé suivante 


Lan (2 — 20) 1 < l'an | A7, 


et la série des nombres | a, | À? converge (on l’a vu en démontrant 
le théorème do Cauchy-Hadamard 6.62). Donc, on peut appliquer le 
crilère de Weierstrass 6.53 au cercle | 3 | < À,, ce qui conduit au 
résultat cherché. 

b. Une conséquence de a et do 6.54.a, b: 

La somme s (2) de La série 6.61 (i) est une fonction bornée et continue 
dans tout cercle | z — 20 | < A1. 

La fonction s (z) est donc continue dans tout le cercle | z — z, | 
<< R, chaque point de ce cercle appartenant à un cerclo plus petit 
]z — zo] S À. Mais elle n'est pas forcément bornée dans tout le 
cercle |z — zo| << AR, ce qu'on a vu plus haut. 


6.65. Nous savons qu'une série do puissances peut converger 
aussi bien que diverger sur la frontière de son cercle do convergence. 
Mais si elle converge en un point z, de la frontière, tout l'intervalle 
fermé qui joint le centre du cercle au point z, peut être inclus dans le 
domaine de convergence uniforme de la série. Pour le démontrer, il 
suffit de considérer le cas où Z, 0, 4 =1t, > 0. 


Théorème d'Abel. Si une série de puissances D at“ 
0 


converge en un point t,>>0, alors elle converge uniformément sur 
l'intervalle O<tI<t,. 
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Démonstration. Pour un e>-0 donné, nous avons à trou- 
ver un # tel que l'inégalité | ÿ ant"|<e ait lieu pour tous les 
ltl<t:, des que p>N, SN. Appliquons la transformation 
d'Abel 6.47 (1) en posant an = (+)". bus ant (E= pH, 4, 
p <q étant pour le moment arbitraires) : 


À te anti ()"- GE a 
= én : (4) ZE mi. 


n 
Choisissons V de manière à avoir b2 ati|<+ des que p>N, 
p+1 


n>AN ; nous avons alors 


| 
Dares (ho S (TE 
pri p+1 
<ze1 ++ max [(—)"""— (ET ]<s+s-e 
ce qu'il fallait démontrer. 


6.66. Exemples. 
a, La série 


< 


++. ++... (0 <a<1) 


converge pour tous les | 3 |] = 1, z £ 1 (6.47.d). D'après le théorème 
d'Abel 6.65, elle converge uniformément sur tout rayon du cercle 
|z | 1 aboutissant à un point 3 tel que ]zo | = 1, Zo Æ À (ceci 
ne vaut nullement dire que la série converge uniformément sur 
l'ensemble des points de tous ces rayons |). 


b. La série 
S œ(æa+i)...(a+n—1) 37-1 
ns B(B—+1) . (P+n—i) 


(æ, B différents de 0, —1, —2, . ..) converge pour z= 1 si > 
> a +1 (6.17.b), donc pour |z | 4, et converge uniformément 
sur l'intervalle 0 < z < 1. Si B >> «, la même série converge pour 
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z = —4 (6.24.c), donc converge uniformément sur l'intervalle 
—1<3z< 0. 


6.67, Retenons la conséquence suivante du: théorème d’Abel: 


Théorème. Supposons qu'une fonction f (x) soit continue pour 
Oz zx, et que l'égalité 


f(æ)= À anz" 
nm 
ail lieu paur O<zx<x;. Alors, si la série 
2 GnTi (1) 
converge, an a 
Î (x) — >» GnTi: 
n=0 


Démonstration. Pour tous les 2€[0, z.], posons 


> Gnt" =S(x). (2) 


La série (1) étant convergente, la série (2) converge uniformément 
sur (0, x; d'après le théorème d'Abel. Donc, en vertn de 6.65.b, 
la fonction s (x) est continue sur [0, z;l. La fonction f (x) étant elle 
aussi continue sur (0, z,| par hypothèse, et vu que f (x) = s (x) 
pour OÜSzxz<z;,ona 


fa)= im f(2)+ lim s(2)&s(2)= 2; ant, 


ce qu'il fallait démontrer. 


Exercices 
1. Soient a, > 0 (n=1, 2 } et nt En où les nombres 
" NÉE nt: 
L 
|Bn! sont bornés et |, |& €. Démontror que ln série D an diverge (Gaues). 
I 


2. La série lhypergéométrique de Gauss (œ, B, y sont différents des nom- 
bres 0, — 1, — À, ns 


: _, Qata+i) (ant) B(B+ 1)... (Bhn—1) 
À ie LE nIVY+1)... (V--n —-i) ” 
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converge absolument pour |z|<1, diverge pour |z|>=>1; si z = 1, elle 
converge (absolument) pour y => & + f, diverge pour y<a<+B;siz=—1, 
elle est absolument convergente pour y => a + B, semi-convergente pour — 1 — 
<y—(a<+f) <O0, divergentes pour y — (4 + B) < — 1. 


3. Sl an > 8h41 > 0 (n—1, 2, ..,}) et 1n eérie 2 An converge, alors a, est 


un infiniment petit par rapport à +. 


Remarqus. ll n'existe pas de fonction q(n) tendent vers 0 plus vite 
que _ que l'on pourrait snbstituer à rs dans l'énoncé (A. Némirovski). 


L °] 
4. Soit 5 An une Série convergente (a, >> 0}; démontrer qu'il existe une 
1 


suite D Lho< ... bn &K..., lim bn—=0o, telle que la série » Anbn converge 
{ 


elle nussi. 
5, Montrer que le produit do la série convergente 


| 1 1 
1— ——— — LED] 
VV it 
par elle-même est une série divergente. 

6. Démontrer que pour une série de Leibniz 6.23, la différence entre 1n somme 
de la série et ia somme de se3 n premiers termes ne dépasso pas en valeur absoluo 
le module du (7 + 1} ième terme. : 

7. Démontrer que le rayon de convergence de la série de puissances 


D an (z— 21)", pour laquelle iim 
LS T- 1] 
e 


On+1 
an 


z:r 6xiete, cost es 


8. Si a, > 0 pour tous ics n=1, 2, ... ot 102 Sant < C pour DL 
<t<A, alors, lorsque £ —+ 1, la limite de la fonction f(t) existe et est 
égaie à ere 

9. SUP Écsons que les nombres ann >0 (n=1, 2, 3, ..., k:=1, 2,...) et 


bn (n=1, 2, ...}) Vérilient ies conditions: 
1) ann << bn quols que soient k=1, 2, ... et n—1, 2, ..., 
Le) 


2) >. bn < ©, 


nemi 
3) lim ang=an (n=»1, à, ...). 
Am 


L o 
Posons D} ann=tn (k=1, 2, ...)et 3) ax—0. Démontrer que s= lim sh. 
n=1! h=—=1 >» 
10.Produitslinfinis. Soit 2, 32, . .., £n, «+ +. Une SuiLe de noin- 
bres complexes. On dit que le produit infini 


[I 23h = 23122 + Zh -.… 
LE 
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Le 
convergo si la suite numérique P, = [[ 2 (n=1, 2, .. .) converge versune 
k= | 


œ 
limite finie P - 0; le nombre P est appelé valeur du produit [= 
i 


Let Lo que la convergence du produit infini implique la relation 
lim 3n=1. 


"+ 00 

11. Suite.) Soit r1>0, z2> 0, ..., xn > 0, ...; pour que le produit 
L- 1 L) 
Il #1 convorge, il faut et il suffit que converge le série © logpza (de 
_ hi 


h= 1! 
base b >> 1 quelconque). 
12. (Suite.) Posons zx —1—+on. Lorsque tous ies wx sont de même signe, 
% Lo 


le produit Il (1—+os) converge si, et soulement el, la sérle Ÿ\, wx 
hk=s! he | 
converge. (Si les wa s0nt de différents signes, ie résultat n'est plus valable; 


cf. l'exercice 15 pour le chapitre 8.) 
13. Démontrer quo l'égalité 


(A+ x) (122) (ir) (4 +30). (14321)... = — 
a lieu pour |z|< 1. 
14 Démontrer l'identité d'Euler 
À & À 
II — 1 — D ra 
h=i 1— n= 
Dh 
(zD A, Pas Par -.., Pn, ... est la suito de tous les nombres premiers). 


15. Démortrer que ia eérie b} + (pa sont dos nombres promiers) diverge. 
d 
h =] 
16. Soit {qn$ la euile de tous les nombres naturels dont la représenta- 
CL °1 


tion décimale (1.77) ne contient pas le chiffre neuf. La strie ?» —. est-elle 


1 
convergente ou non ? 


17. On considère une série 
u+u+...+<um+... (1) 
de vecteurs de l’espaco cuclidien A,. Un vecteur p € A, est appelé vecleur de 
LC °1 


convergence absoiue do la série (1) si la série > (P, Un) converge absolument. 


l 
Démontrer que la série (1) converge absolument si, et seulement si, tout vecteur 
PER, est un vectour de convergence absolue de cette série. 

18. (Suite.) Un vectour 9 € R, cest appelé vecteur de divergence absolue tic 
la série (1) lorsque les vecteurs da fa sérlo (1) qui appartiennent à n'importe quei 
ongle soiide contenent ie vecteur g forment une série nbsoiument divergente. 
Dômontrer que la série (1) diverge absolument si, et seulement si, elle possède 
eu moins un vecteur de divergence absolue. 
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19. (Suite.} Soit k, < ka <<... une suite de nombres naturels, et soit 
fn fe <<... la suite des nombres noôturels qui ne figurent pas dans la premiè- 
re quite. Les séries un, +u,+...etu, +u,, +... s0nt appelées parties 
complémentaires de la série (1). Démontrer que si l'une des parties complémen- 
taires d'une série convergente converge, alors il en est de même de l'autre partie, 
et que toute permutation de termes de la série (1) qui conserve l'ordre de succes- 
sion de termes dans chaque partie conserve ia Somme de la série. 

20. (Suite.) Si lo série (4} est semi-convergente et g est un vecteur de diver- 
gence absolue de la série (1), alors il exiete une partie u,, +,... de la série (1) 
dont les projoctions deg termes sur l6 vecteur-g forment une série absolument 
divergente et les composantes orthogonales une série absoiument convergente. 

21. (Suite.) Si tout vecteur e 0 est un vecteur de divergence absolue de la 
série (1), alors n'importe quei vecteur f € R, est la somme d'une série ubtenue 
en permutant les termes de la série (1). 

22. (Suite, théorème de Steinitz.) Pour toute série semi-convergente (1). 
l'ensemble des sommes de toutes les séries obtenues de (1) en permutant 8es ter- 
mes est une variété linéaire dons R, qui est orthogonale au sous-espnce À de 
tous les vecteurs de convergence absolue et qui passe par la somme des projec- 
tions He tarmes de la série (1) sur À (cette somme est définio d'une façon uni- 
voque). 


Historique 


Le sommation de progressions géométriques infinies de raison inférieure à 1 
s'effectue déjà dons R'Antiquité (Archimede). La divergence de la série 
harmonique est établie par ie savant itallen Mengoli en 1650. Les séries de 
puissances apparaissent chez Newton (1665) qui croit possible de représenter 
n'importe queile fonction par une série do puissances. Les séries figurent 
constamment dans les caleuls de savants du XV{IIS siécie, mais ce n'est pes 
toujours, et de loin, que l’on prôte attention nu problème de convergence *). 
Une théorie rigoureuse des séries date des travaux de Gnuss (1812), de Bolzano 
Ga) et, enfin, de Cauchy (1821) qui donne, pour la première fois, la définition 
actueliement en vigueur de la somme d'une série convergente et établit des 
théorèmes de base. 


*) Ce qui prête plus d'une foie à des spéculatians entiscientifiques. Ainsi, 
en 1703, ie camalduls ct tüéoiogien italien Grandi tâche de « démontrer » l'exis- 
tence de Dieu en jongiant avec la série 3 — 1 + 1 — 


De tous les progrès théoriques, aucun ne passe 
sons doute pour un triomphe aussi élevé de 


l'esprit humain que l'invention du calcul in- 
finitésimai. 


F. Engels 


DEUXIÈME 
PARTIE 


Calcul différentiel 


et intégral 
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CHAPITRE 7 


Dérivée 


Pour trouver le maximum ou le mini- 
mum d’une quantité f (x), il faut former 
l'expression f (z + h) — f (z), où h est un 
nombre indéterminé. Puis, après en avoir 
chôssé les fractions et les radicaux et 
réduit les termes semblables, il faut divi- 
ser l'expression obtenue par ce h indé- 
terminé. En posant, ensuite, » = 0 dans 
les termes qui restent nous avons una 
équation contenant la lettre z dont les 
câcines sont bien les môxima et les mi- 
Dima. 


P. Fermat (1629) 


Nous sommes maintenant en mesure de passer à l’une des notions 
fondamentales de l'analyse mathématique, celle de dérivée. 


$ 7.1. Définition d'une dérivée 


7.11. Soit une fonction réelle (finie) y = f (x) définie dans un 
intervalle (a, b). Soit zx, € (a, b}; écrivons le rapport 


LEA Ie) (z+hE (a, b)). (1) 


Lorsque ce rapport possède une limite (finie) pour k->0, nous 
disons que la fonction f (x) est dérivable pour 
ZT = Zo, et nous posons y="{2) 


Lin EPL EN) À fr (22) = Lf (Mémo (2) 


h= 0 


Le nombre f’ (x.) s'appelle dérivée de la fonc- 


tion f (x) pour z = xs. 1 ph 
Géométriquement, le rapport (1} représente RE" 

le coefficient angulaire de la droite qui coupe 

le graphique de la fonction y — f(x) aux Fig. 7.1. 


points d'abscisses z, et zo+h (fig. 7.1). 

L'expression (2) est le coefficient angulaire d'une droite passant 
par le point (Zo, Yo): nous l’appellerons fangente au graphique de la 
fonction f (x) au point d'abscisse xs. 


14° 
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7.12. Si la fonction y = f (x) possède une dérivée pour z = zo, 
alors le rapport (1) est borné, lorsque k —+ 0, par une constante c; 
d’où, quels que soient | | assez petits, 


Ifo+h—-f Gad l<clhl: 
par conséquent, la fonction f (x) est continue pour x = xs. 


7143. Règles fondamentales de calcul d’une 
dérivée. Soient f (x) et g (x) deux fonctions définies dans l'in- 
tervalle (a, b} et dérivables pour z = 7,. Alors les fonctions f (x) + 
+ g(x), af (x) (&œ étant n'importe quel nombre réel), f (x}-g (x), 
ce sont dérivables pour zx = x, (la dernière dans le cas où g (x0) 
4 D), les égalités suivantes étant valables: 


(1 (x) +8 (&}}x=x0 = F° (Go) + &° (to) ; (1) 
(œf (z}}xxy = Gf° (Lo) : (2) 
( (2)°8 (2)}xexo = f' (20) & (Zo) + f (xo) £° (xo) : (3) 
(La) =: (ro) f' (0) — €" (ro) f (xo) (4) 
8 (@} Jarre 83 (0) . 


Démonstration. (1). Nous avons 


LGot+h)+ 8 (Go+h)) = (&o+8(zo) _ f(ro+h)— f(xo) +£ (zo+h)— 8 (xo) 
h D 2 


et le résultat découle de 4.36.a. 
(2)- Nous avons 


af (zo+h)— af (zn) E { (z0+ h)—f (xo) 
RE RE OS 


et le résultat découle de 4.36.b. 
(3). Nous avons 


1 (xo + h) & (z0+h)— 1 (zo) € (xo) 1 Got) 8 Go+ M) fGo)s Got} | 
EE RE [3 
1 LE 6 Co +9 LEO) 8 Co) = g(z+h) Et 1 Go) & 


8 (zo+h)—g (20) 
+ f (20) ES, 


et le résultat découle de 4.36.b et 4.36.a, compte tenu de 7.12. 
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Étant donné (3), la démonstration de (4) se réduit au cas où 
f (x) = 1. Dans ce cas, on a 


1 __1— _#8Go+h)—8 (x) 
&(zoth)  8(xo) £& (20) & (&o+h) * 


et le résultat découle de 4.36.e, compte tenu de 7.12. 


7.14. Exemples. 

a. Une constante f (x) = c a, évidemment, O0 pour dérivée. 
b. La fonction f (x) = r a 1 pour dérivée. 

c. Compte tenu de 7.13, nous voyons que tout polynôme 


P(x) = 007" +arz 1+...+a, 
ainsi que toute fonction rationnelle 
P(z) _ agent aszn"l+ an 
0 Dont. Fm 
possède une dérivée au moins en tout point x, tel que Q (x0) ©. 


Les dérivées des fonctions rationnelles peuvent être calculées 
en se servant des formules 7.13 (1}-(4) et de la formule 


(7) = na (4) 


qui s'établit par récurrence à partir de 7.13 (3). 
d. La dérivée d’un produit de # facteurs est calculée d'après la 
formule 


La @) eee fn @N = 1 @) fa)... fn @) + hi @) f @) . 
fa + eee + fa (ao) fe (@)e.. fa (2) 


ce qui se démontre par récurrence en se basant sur la formule 7.13 (3). 
e. Trouvons la dérivée d'un déterminant formé de fonctions 
dérivables : 


Uys (ZT) Uy2(Z) .., Un (7) 


Un: (x) Une (x) ce. Unn (t) 


Par définition, le déterminant W (zx) est Ja somme algébrique 
de n | termes précédé chacun d'un signe déterminé et représentant 
un produit de # facteurs obtenus en prenant un élément et un seul 
dans chaque colonne et dans chaque Jigne. En dérivant chaque 
terme selon la règle d et en réunissant d’abord les termes dans 
lesquels l'on a dérivé le facteur provenant de la première colonne, 
puis les termes dans lesquels l’on a dérivé le fucteur de la deuxième 
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colonne, etc., on aboutit à la formnie 


Us (Z) Uya(z) -.. ua (x) 


W'(z)=— Us (TZ) U23(Z) +. Uan (Z) se 


NE ES 
Us (T) Us (TZ) - -. Un (x) 


de Us (T) Uga(Z) +. Uon (Z) +... + 


Uni (TZ) Us () ... Unn (TZ) 
Us (z) Usz (x) --. uin (T) 
4 | (x) uz2 (x) .-. ban (Z) 


Uni (Z}) Un2(Z) ... Usn (Z) 

7.5.8. Dérivée d'une fonction composée. 
Si la fonction y = f (x) esi dérivable pour x = x0 et la fonction z = 
= g (y) est définie dans un intervalle contenant le point yo = f (xo) 
et dérivable pour y = yo alors la fonction composée z = g{|f (x)] 
est dérivable pour z = Zo, de sorte que 

2° (Zo) — £° (yo) f’ (Za)- (1) 

Démonstration. Selon la définition de la dérivée, 

y — Yo = f(x) — 1 (0) = (2 — 20) If (xo) + € (z)], 
e(z) 0 pour z— xs, 
8 (y) — 8 (vo) = (y — yo) (£” (vo) + 6 (y)}, 
6 (y) ——0 pour y — Yo. 
Donc 
2 (2) —2 (co) = 8 (f (z)] — ET (xo)l = & (y) — & (vo) = 
= (y — yo) (8° (yo) + 6 (y)] = 
= (x — zo) 1f" (to) + e (x) (8° (yo) + 6 (y). 
Lorsque z + z9, on à e (x) —+ O0 (nous l'avons va plns haut). Ensnite, 


en vertu de la continuité de La fonction f (x) an point z,, on a aussi 
y —+ Yo, donc 6 (y) > 0. En passant à la limite dans l'égalité 


2 10 D 1$ (20) + € (2)] Lg” (vo) + 6 (W)], 


TZ —70 


on obtient le résultat cherché de 4.36.b. 
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b. Exemple. La dérivée de la fonction 
(+ 9° 


peut être trouvée d'après les règles 7.14, après avoir développé le 
binôme selon la formule de Newton. Il est cependant plus simple de 
représenter la fonction donnée comme fonction composée : 


y=u®, u = À +2. 
Alors 
y' (u) — 99u00, uw’ (x) = 2x 
et, d’après (1), 
y' (x) = 99u% 2x = 99 (14 + 7°) -2z. 
7.46. Dérivée d'une fonction inverse. Soit 
y = f (x) une fonction continue et croissante dans un intervalle 
(a, b}, et soit x = (y) sa fonction inverse définie, au moins, dans 
un voisinage d'un point y = yo = f (to), Zo € (a, b). Alors, si La 
fanction y = f (x) est dérivable pour z = ze et f’ (2x0) 0, La fanction 
z = q (y) est dérivable pour y = yo et 
DIS SE -S 
PU 
Démonstration. Considérons le rapport 


q So) (4) 
ÿ— Vo 


Par définition d’une fonction inverse, 
q (y) = 2, p (vo) = Zo y = 1 (2), yo = f (to), 
de sorte que Île rapport (1) peut être mis sous la forme 


ZE —Tp = | 
1 (z)— f (z0) 12) 1 Go) 
Z—T) 


Une fonction et son inverse étant continues toutes les deux (5.38), 
il résulte de y — yo que z —+ zo, et, f (x) étant dérivable pour æ = zo 
par bypothèse, on a 
PW)— (vo) _,__1 
ÿ— Vo f°(zo) ” 
ce qu'il fallait démontrer. 


7.17. Dérivée du logarithme et des fonc- 
tions qui y sont associées. 


216 CM.7. DÉRIVÉE 


a. Soit y = log, z. Si z, > 0, nous avons 


1 
logs (zo +-h)— loga z zo+h\f 
8e Fo TA) TR log, (27) = 


1, h Joe 
=," h [0e (1 EE ) M0) 29 
en vertu de 5.59.d. Donc 
(10ga T'rmto _— “Re : 


Cette formule prend une forme particulièrement simple pour a = e, 
lorsqu'il s'agit du logarithme naturel (5.59.d): 


(zx) =<. (4) 


b. Trouvons la dérivée de la fonction y — 1n (—zx) définie pour 
z C0. D'après la règle de dérivation d'une fonction composée 
7.15.a, nous obtenons 


On (— 2) = (a) = Le (— 1). (2) 


On réunit les formules (1) et (2) en une seule valable pour tous 
les x = 0: 


(n|z|) =+. (3) 


c. L'exponentielle z = aŸ est l'inverse de la fonction y = logs z; 
donc, d’après 7.16, nous avons: 


, 1 z ave 
(a "jo —= To = he To = abo log. a —=avwin a. 


En remplaçant yo par zx, —0o << x <<, on obtient 


(a*) = a*lna. (4) 
Cette formule devient particulièrement simple pour a — e: 
(e*)' = e*. (5) 


d. Dérivée de la fonction puissance d'ex- 
posant quelconque. La fonction 


y'a? 
définie pour z > 0 (5.54) peut être mise sous la forme 
y = eainz, 
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I1 en résulte qu'elle possède une dérivée que l’on peut trouver suivant 
la règle 7.15 et compte tenu des résultats a-c. Nous avons 


J'(p)= eine + ae. (6) 


Dans le cas de & naturel, on Sie la formule 7.14 (1) (on devait 
bien s'y attendre). 
e. La même idée peut aider à trouver la dérivée d'une fonction 
plus compliquée 
y = Î (z}e = es(z)inf(z) 


ce que nous laissons au lecteur. 


7.18. Dérivée des fonctions trigonométri- 
ques et de leurs inverses. 
a. Pour la fonction y = sin z, nous avons, d'après 5.63: 


sin(z+h)— sin z= 2 sin +. cos (z ++) , 
d'où 
sin L2 
sin (z+h)}—sin z 


F = — cos (z++). 
+ 


Etant donnés 5.64.c et la continuité de la fonction cos x, on trouve 
(sinz}’—lim MEHE NE osx: (1) 

h=0 
b. Ensuite, en appliquant les formules 5.65 (2}, (3) on obtient 
(cos x)’ — [sin (++ z) | —C09 (= + z) = —sinz. (2) 
an 


c. Enfin, d'après la règle 7.13 (4) pour ze ——3x, k—0, 
+1, +2,...,0ona 
rs _ (_sinz cog? r+ sin? z 1 
(tg z) ( =) TT cor cor ‘ (3) 


d. Si 2-arcsinu, u—sinzx, alors, suivant la règle 7.16, pour 
—+<I<+ et —i<u<1,ona 


Lie RE US i _ 1 
MO Gina cs Vans Jin (à) 


e. D'une façon analogue, pour —n «zx <<0 et —1 <u <1, 
on a 


(arccos u) == ie — | PE ES 
(cos z) eîn z el Vi 
(5) 
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On aurait pu obtenir l'expression (5) à partir de (4) en se servant 
de l’égalité 5.67 (1) 


ñ L2 
arccos u + 7 = arCsin u. 


D'une façon plus exacte, l'égalité (5) est valable pour la fonction 
croissante arccos u que nous avons désignée, dans 5.67, par arccos.u. 
En ce qui concerne la fonction décroissante arccosau, l'égalité (5) 
doit être remplacée par 
1 


VA ui" 


f, Enfin, pour + <I< — O<u<Toœwo, On a 


(arccosa u}’ = — 


1 1 1 
(@rctgu) = = COS 2 = = x (6) 


Nous laissons au lecteur le soin de trouver les dérivées d'autres 
fonctions trigonométriquas et de leurs inverses. 


7.19. Dérivées à gauche et à droite. 

a. Soit une fonction f (x) définie dans un intervalle x, & zx << b. 
Nous dirons qu'elle possède une dérivée à droite pour z = Z9 s'il 
existe 

fr (&)= lim Lot fe) 
h\,0 
La quantité far (zo) est aussi désignée par f’ (zo + 0). 
b. D'une façon analogue, nous dirons qu'une fonction f (x) 


définie dans un intervalle a << z < z, possède, pour x = z,y, une 
dérivée à gauche s'il existe 


fÉ (xo) = lim fat f (zo) | 
h 710 


(x) 
La quantité f;(zo) est aussi désignée 
> par f" (ro — O). 
b z c. Si une fonction f (x) est définie 
To dans un intervalle (a, b} contenant un 
point Zzo, on peut discuter l’existence de 
Fig. 7.2. ses dérivées à gauche et à droite au point 


z,. Lorsque la dérivée /’ (x) existe, 
alors il existe, bien entendu, les dérivées fa (zo) et fc (x), et, de 
plus, far (zo) = fe (to) = f’ (x). Mais il peut arriver que fr (z0) 
et /; (zo) existent et /’ (zo) non (fig. 7.2). Lorsqu'il existe fàr (Zo) 
et fz (2x0) et que l'égalité f5r (zo) = fx (Za) est valable, f’ (x,) existe 
aussi, ce qui est facile à prouver (cf. 4.16.c). 


£ 7.2. DEUXIÈME DÉFINITION DE LA DÉRIVÉE 219 


d. La demi-droite définie par l'équation 
y = f" (20) + für (Go) & — 20) (x > 5%) 


s'appelle demi-tangenie à droite à la courbe y = f (x) pour zx = &. 
D'une façon analogue, la demi-droite définie par l'équation 


y = f (to) + fa (to) (x — 20) (z < %o) 


s'appelle demi-tangente à gauche à la courbe y = f (x) ponr x = %. 
e. La proposition suivante généralise le théorème 7.16 au cas 
des dérivées à gauche et à droite: 


Soient y = f (x) une fonction continue et croissante dans un inter- 
valle (a, b} et z = œ (y) sa fonction inverse. Si La fonction y = f (x) 
possède, pour un z = Zn, une dérivée à droite f° (z0 + 0) Æ 0, ulors 
La fonction œ (y) possède, pour yo = f(xo), une dérivée à droite 
®’ (Yo + 0) telle que 


: { 
PGo+0=R TG 


La démonstration est analogue à celle de 7.16, en considérant 
senles les valeurs z > zx, et y > Yo. 


$ 7.2. Deuxième définition de la dérivée 


7.21. À présent, nous allons analyser des propriétés générales 
des fonctions dérivables. Avant tont, considérons une autre manière 
d'introduire la notion de dérivée qui est importante pour ce qni suit. 
Construisons les fonctions linéaires Az + B ayant, pour zx — z,, 
la même valeur qu’une fonction donnée y = f (x); on peut les décrire 
par l'équation 


ya = Az — 20) + f (zo) = Ah+f(zo) (= 21-210. (1) 
Deux fonctions de ce genre ya = À (x — xo) + f(xo) et y» = 
= B (x — zx) + f (xo) diffèrent par une quantité proportionnelle 
à Z — Zoo: 

Va — y = (A — B})(xz — zo) = (4 — B)k. 
Choisissons, parmi les fonctions (1}, l'une qui diffère de la fonction 


y = { (x) par un infiniment petit par rapport à k = x — zx, (4.38), 
c'est-à-dire telle que 


y — ya = e(h)h, (2) 


où e (k) tend vers O0 lorsque À —+ 0. 
Supposons qu'un tel À soit trouvé. Alors il résulte de (2) que 


()— 4h f (20) _ Pot h)— 120) 4 _ 
LOT ATEN LE TEN L 4 = € (k) +0, 
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de sorte que le rapport 


f{zo+h)— 1 (zo) 
} 


possède une limite À lorsque k —+ 0. Donc, si une fonction linéaire 
cherchée existe, alors la fonction f (x) est dérivable pour x = zxo, et le 
coeffictent cherché À vaut f (xo). 


7.22. Réciproquement, si la fonction / (x) est dérivable pour 
Z = Zoy, nous aVOns 


Et ED) — j' (ze) = € (h) +0, 
d’où 
fo +} — [f (co) k + 1 (&0)l = e (R}-h, (1) 
de sorte que la fonction linéaire 
Y = f' (co) k + f (&o) 


de la variable À — z — zo satisfait à la condition imposée: son 
écart de la fonction f (x) est un infiniment petit par rapport à À — 
= Z — Lo. 

La droite dans le plan (zx, y} définie par l'équation 


Y = f° (to) (£ — to) + f (0) 


est, d’après la définition 7.11, la tangente à la courbe y = f (x) 
pour z=z,. Quel que soit e >> 0, il existe un 6 => 0 tel que 
le (h) |-<e dès que {k| <6; donc, 
pour ces À, on a 


— eh < f(x) — f' (zo) À — 1 (xo) < 8h 


ou 
1 (o) + f' (&o) — el h < 1 (x) < 
<{(&o) +[f (&)+elk. (2) 


Voici l'interprétation géométrique de 
l’inégalité (2): le graphique d’une fonc- 
tion dérivable en un point z = zo est compris, pour zx assez 
proche de zo, entre deux droites dont chacune forme avec la tan- 
gente un angle ausai petit que l’on veut (fig. 7.3). 


Fig. 7.3. 


7.23. En tant que conséquence nous avons: 
a. Si f (ze) > 0, il existe un 6 > 0 tel que, pour 0 <h < 6, 


f(ze —h) <f(x0) <f(zo + h). (1) 
b. Et si f’ (xzo) 0, alors, pour 0 <h <6, 
fGo—h)>1f (to) > f (Go + h). (2) 
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7.24. Cette propriété est à la base d’une règle de calcul des 
points d’extrémum local. 


Définition. Nous dirons que la fonction f (x) a un maximum 
local en un point c € (a, b}) s’il existe un hk => 0 tel que, pour tous 
les zE(c—Rhk,c+h), : 

Î (x) <f (oc) 


(fig. 7.4). D'une façon analogue, nous dirons que la fonction f (x) 
a un minimum local en un point c € (a, b}) s’il existe un k => 0 tel 
que, pour tous les zE(c—hk,c+h), 


1 (@) 21) 


(fig. 7.5). Les points de minimum ou maximum local sont appelés 
points d’exztrémum local. Si la fonction f (x) est dérivable pour zx — c 


y=f(z) 


Er] 


Fig. 7.4. Fig. 7.5. 


et que f’ (c) O0, alors les inégalités 7.23 (4) et (2) montrent que le 
point c ne peut être un point d’extrémum local. Il en résulte qu’en 
tout point d’exttrémum local d’une fonction dérivable f (x), l'égalité 


f () =0 (1) 
est satisfaite. 

Donc, pour trouver les points d’extrémum local d’une fonction 
(partout) dérivable, il faut analyser l’équation (1). Les points cher- 
chés sont parmi ses racines. Mais il se peut que /’ (c) = 0 sans que 
l’extrémum local existe. Ceci a lieu, par exemple, pour la fonction 
1 (x) = 2 avec c = 0. Une analyse plus détaillée d'extréma est 
exposée plus loin (6 7.5et $ 8.4). 


$ 7.3. Différentielle 


7.31. On voit de l'égalité 7.22 (1} que l’accroissement de la 
fonction f (zx), lorsque la variable indépendante z varie de zx = zx, 
à z = Zo + À, est composé de deux parties: la première, f’ (xo) À, 
est linéaire par rapport au déplacement k de la variable x, et la 
seconde, e (k)-h, est infiniment petite par rapport à À. Géométrique- 
ment, la première partie représente l'accroissement mesuré jusqu'à 
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la tangente, la seconde l'accroissement à partir de ]a tangente jusqu'à 
la valeur même jf (zo + h) (fig. 7.6). Le terme /’ (xo) À s'appelle 
partie linéaire principale de l'accroissement de la fonction. Donc, 
l'existence de la dérivée implique la possibilité de dégager la partie 
linéaire principule de l'accroissement. 
Inversement, le raisonnement fait mon- 
trer que lu possibilité de dégager la partie 


Ay dy=f (x, )'h linéuire principale de l'accroissement de 
la fonction garantit l'existence de la 
NS dérivée. 

= — 
T 2h 7.32. Différentielle. Suppo- 
sons que / (x) soit dérivable pour x = x. 
Fig. 7.6. La quantité À = x — x, est encore dé- 


signée par dx, f' (zo) À = f' (zo) dx par 
dy (ro) ou dy. Le nombre dy s'appelle différentielle de la fonction 
{ (x) au point x = zxo pour lu différentielle dx de la vartable tndépen- 
dante. Ainsi, dy est une fonction linéaire de àx. 
Etant donnés dr et dy, on peut mettre f’ (ro) sous la forme de 
rapport des différentielles: 


4 d 
l'(&)=<- 
7.33. Les règles de calcul des dérivées que l'on a décrites dans 


$ 7.1 amènent aux règles correspondantes de calcul des différentielles. 
Notamment, en multipliant pardz les formules 7.13 (1}-(4), on trouve 


d[f+g|=df+dg: (1) 
d(af}=a df; (2) 
dif-g\=/dg+dj.g; (3) 

{ 7] _g dJ—de-f, 
d [+] go) ‘ (4) 


la dernière égalité a lieu, comme dans 7.13 (4), à condition que 


8 (zo) À 0. 


7.34. Différentielle d'une fonction com- 
posée. Après avoir multiplié la formule 7.45 (4) par dr, on a 


dz = g° (yo) y’ (xo) dx = 8° (yo) dy. 
Or, si y était une variable indépendante ot non pas une fonction 
de zx, alors, par définition, la différentielle de la fonction 2 serait 
de la même forme: 
dz = g’ (yo) dy. 
Donc, La différentielle d'une fonction « lu même forme que l'urgument 


de la fonction soit une variable indépendante on une fonction d'un 
autre argument. 
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On utilisera ce fait pour dériver les fonctions composées. Par 


exemple, la dérivée de (1° + 1} (7.15.b) peut être trouvée à l’aide 
des différentielles : 


d'ézt + 1)0 = 99 (2? + 1) d (zx? + 1) = 99 (x? + 1) -2x dx, 
d’où 


((z? + 1)%)° = SEUL 99 (x? + 1)°e. 2z. 


$ 7.4. Théorèmes des accroissements finis 


7.41. Théorème de Rolle. Si une fonction (finie) f (x) 
est continue sur un intervalle (a, b] (qui peut être infini}, de sorte 
que f (a) = f (b}, et st elle est dérivuble en tout point de l'intervalle 
(a, b}), alors il existe un point c € («, b) pour lequel f’ (ce) = 0. 


Démonstration. En vertu de 5.16.c, il existe un point 
c E (a, b) en lequel l’égalité f (c) = sup{f (x)} (ou bien f (c) = 
= inf{/ (x)}}) est satisfaite. Donc, c est un point d'extrémum local 
de la fonction f(x). D'après 7.24, on a f’ (c) = 0, ce qu'il fallait 
démontrer. 


7.42. Conséquence. Si une fonction f (x) est continue sur 
un intervalle |a, b\ et dérivuble dans l'intervalle (a, b}, et si l'inégallié 
f (z) 0 « lieu partout dans (a, b}, alors f (b)  f (a). 

Ceci se démontre par l'absurde en appliquant 7.41. 


7.43. Théorème de Cauchy. Si deux fonctions (finies) 
{ (x) et g(zx) sont continues sur un intervalle a < 2 S b (qui peut 
être infini) et dérivables en tout point intérieur de cet intervalle, de 
sorte que g' (x) ne s’y annule pas, alors il existe un point c € (a, b) 


pour lequel 
E)—ela) g’(c)° 

Démonstration. Notons que g (b)  g (a) en vertu de 
7.42. La fonction œ (zx) — f (x) — Ag (x), avec n'importe quelle 
constante À, est continue sur l'intervalle [&, b] et dérivable en tout 
son point intérieur puisque les fonctions / (x) et g (x) le sont. Choisis- 
sons un À de façon que la fonction œ (x) vérifie l'hypothèse œ (b) = 
= q («) du théorème de Rolle. Nous avons alors l'équation 


f (a) — Ag (a) = f (b) — Ag (b}, 
À = 16)—f (a) 
£(@)—E#(a) 


Appliquons le théorème de Rolle : il existe un point c € (&, b) en 
lequel 


d'où 
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p'()=/f'(c)— ETS a g'(c)=0, 
d'où (1). 


7.44. Conséquence (théorème de Lagrange). 
Si une fonction f (x) est continue sur un intervalle fint [a, b\ et déri- 
vuble en tout point intérieur, alors il existe un point c € (a, b) tel que 


f{b) jo 18re. (1) 


Pour le démontrer, il faut poser £g (x) = 


f(a — x dans 7.43. La formule (1} se met alors 
1 : sous la forme 
d—1— 1@=f(@)+f (C)(b—a); (2) 


c'est la formule des accroissements finis. 

Fig. 7.7. Géométriquement, c est un tel point du 

segment [«, b] que la tangente à la courbe 

y = f(x) au point (ce, /(c)) est parallèle à la corde qui joint 
les points (a, / («)) et (b, j (b}} (fig. 7.7). 

7.45. Conséquences. 

a. Si f(x) = 0 partout dans (a, b}), alors lu fonction f (x) croît 
sur [a, bl. 

b. Si’ (x) <<0 partout dans (a, b}, alors La fonction f (x) décroît 
sur la, b]. 

ce. S$tf" (x) = 0, alors f (x) est constante. 

En abordant la démonstration, remplaçons, dans 7.44 (4), « par 
z',bparz”, où {z’, z°] Sa, b 

Evosuite, 

(a) si /’ (x) >> 0, nous avons 

1) =) +6 -2)f >): 

(b}) si f’ (zx) <0, alors 

1&e)=1&) + —zx)f (ec) <f(x); 
(c) et si f’ (x) = 0, alors 
ae) + —-2)f GC) =1 (x), 
ce qui démontre la proposition. 

d. Exemple. Soit f(x) = sin zx, f' (x) — cosz. Dans les 
intervalles — F- + dk CI <+ + 2kn, la fonction cos x est posi- 
tive (5.65), et nous concluons que la fonction sin x croît dans ces 
intervalles: dans les intervalles . + dkn <z <+ + 2kn, la 
fonction cos z est négative, donc la fonction sin x décroît. D'une 
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façon analogue, si l’on pese f (x) = cos x, f’ (x) = —sin z, on verra 
que la fonction cos z croît dans les intervalles (24 — 1} n <<7 << 2kn 
et décroit dans les intervalles 2kn <<x << (2k + 1) x. (A propre- 
ment parler, nous avons fait de pareilles conclusions dans 5.65, 
mais les raisonnements présents sont plus succincts.) 


$ 7.5. Posltion d'une courbe par rapport 
à sa tangente 


7.51. Supposons qu'une fonction y = f (x) soit continue dans 
un intervalle (&, b) contennnt un point x, et qu'elle y possède la 
dérivée f’ (x). Nous considérons ici la posi- 
tion relative du graphique de la fonction () 

y = f (x) et de sa tangente au point z—%: 


Y (2) = (&o) + f' (zo)-(z — x): 


Introduisons les définitions snivantes. 
Un point zs s'appelle point de convexité 
dirigée vers le haut de la fonction j (x) si, 
au voisinage de zo (sauf en ce point 
même), on a l'inégalité f (x) <Y (x), ou, 
autrement dit, si le graphique de la fonction / (x), au voisinage 
du point zo, est au-dessous de la tangente au point z — x. D'une 
façon analogue, un point x, s'appelle point de convexité dirigée vers 
Le bas de la fonction f (x) si, au voisinage de xs, on a l'inégalité 


d CA 


Fig. 7.8. 


Fig. 7.9. Fig. 7.10. 


f(&)>Ÿ (x), ou, ce qui revient au même, si le graphique de la fonction 
est au-dessus de la tangente. Si tout point x € («, b) est un point 
de convexité dirigée vers le haut (vers le bas) pour la fonction y = 
= / (x), alors la fonction f (x) est dite conveze vers le haut (vers le bas) 
dans l'intervalle (&, b}. Un point zx, s'appelle point d'inflezion 
de la fonction f (x) si la courbe f (x) est disposée, pour z <zo, 
d'un côté de la tangente au point z = x,, et, pour zx > 29, de l’autre. 
Les fig. 7.8-7.10 illustrent les cas mentionnés. 


15 3akx 2285 
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Ci-dessous on donne des conditions suffisantes (analytiques) 
pour que tel ou tel cas se produise. 


7.52.a. Si l'inégalité f' (n) <f' (zo) «à lieu pour tous les n € 
€ (to, b), alors la courbe f (x) est, pour x => zo, au-dessous de la tun- 
gente au point I = Ty. 

b. St l'inégalité f’ (n) > f' (zo) « lieu pour tous les n € (xzo, b)}, 
alors la courbe f (x) est, pour x >> zo, uu-dessus de cette tangente. 

En effet, dans la première hypothèse, nous avons pour z => xs, 
d'après la formule de Lagrange: 

f(x) = 1 (co) + f' (n) @& — 20) <f (Go) + fo) (x — 50) = Y (2), 
ce qu'il fallait démontrer ; pour la deuxième hypothèse, le raisonne- 
ment est analogue, 


7.53. De même, si l'inégulite f’ (E) >> f’ (xo) & Leu pour tous les 
E E(a, zo), alors la courbe f (x) est, pour zx << zo, œu-dessous de la 
tangente au point x = z9; si l'inégalité f' (E) <J° (xo) a lieu pour 
tous Les E € (a, zo), alors la courbe f (x) est, pour z << zx, au-dessus 


de cette tangente. 
Pour le démontrer on applique, tout comme en 7.52, la formule 


de Lagrange à l'intervalle {x, zol, 


7.54. En combinant les cas décrits dans 7.52 et 7.53 on aboutit 
aux résultats suivants: 
Si, pour tous les E € (u, zo) et N E (zo, b), on « l'inégalité 
FE) > f' (zo) > f° (n), 


alors x, est un point de convexlté dirigée vers le haut pour la fonction 
{ (x); si, pour tous les E € (a, zo) et N E (zo, b}, on a l'inégalité 


f'(E) << (co) <f° (n), 


alors zo est un point de convezxité dirigée vers le bas pour la fonction 
f (x). Enfin, si pour tous les E € («, zo) et n E (zo, b) ont lieu les 
inégalités 

FE >f (0), fn) > fo), 


ou bien les inégalités 
1 C&) <f° (&o), f' (nm) <f' (&o), 
alors zx, est un point d'inflezion de lu fonction f (x). 


7.55. La conclusion suivante est immédiate : 

Si La fonction f' (x) croft pour a << x << b, alors la fonction f (x) 
est convexe vers le bas dans l'intervalle (a, b}); si f° (x) décrott pour 
a <z << b, la fonction f (x) est convexe vers le haut dans l'intervalle 


(a, b}, 
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Exemple. Posons f (r) = sin x, f’ (z) = cos r. Lo fonction cns x étant 
croissante dans les intervalles (2k — 1) n << x << 2kn (7.45), la fonction sin z 
Ï est convexe vers le bas: la fonction cos z étant décroissonte dans les interval- 

es 2kn << x << (2k + 1} n, la fonction sin z y est convexe vers le haut. D'une 
facon analogue, la fonction cos r est convexe vers le bns dans les intervalles 


(24+ 3) n<Iz< (2x ++) n ot vers le haut danse les intervalles (2-2 n< 


<< (2x + +) rt. (Ceci explique la forme des graphiques des fonctions 
sin z et cos z que l’on a donnés dans 5,65.) 


Dans 8.32-8.33, on formulera des conditions analytiques de 
détermination des points de convexité et d'inflexion qui seront 
basées sur des propriétés de dérivées d'ordre supérieur de la fonc- 
tion j (x). 


7.56. Si f’ (xo) = 0, alors ŸY (x) = j (to), et la tangente au point 
z = zo est horizontale. Si, de plus, le point x, est un point de con- 
vexité vers le bas, i.e. la courbe / (x) est au-dessus de la tangente, 
alors nous avons ÿ (x) > f (x0) au voisinage du point xs, donc, x, est 
up point de minimum local de la fonction / (x). De même, si f” (zo) = 
= ô et le point zx, est un point de convexité dirigée vers le haut, 
alors il est un point de maximum local. Nous tirons maintenant 
de 7.54 les conditions suffisantes d'existence d’un minimum ou 
d'un maximum ; 


Théorème Soit f (xo) = 0 Si, de plus, les inégalités 
J' @) <0, fn >0 


ont lieu pour tous les E € (a, zo) et n € (to, b), alors zo est un point 
de minimum local de la fonction f (x). Si, au contraire, on a, pour 
tous les E E (a, zo) et n E (zo, b), les inégalités 


l'E >0, f'(n) <0, 
alors x, est un point de marimum local de la fonction f (x). 
7.57. Soit, comme dans 7.56, f’ (zo) = 0, et les inégalités 
J'(E) <0, j'(n) <0 


ont lieu pour tous les Ë € (a, æ9) et n € (zo, b). Alors, d’après 7,53, 
le point zQ est un point d'’inflexion de la courbe y = / (x) qui passe, 
au point z,, d’un côté de la tangente à l'autre, de sorte que le point 
ze n'est pas un point de minimum ni un point de maximum. Une situa- 


tion analogue a lieu lorsque, pour tous les E € (a, xo) et n € (x, b), 
on a les inégalités 


fO>0 fn >0. 
{5e 
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$ 7.6. Règles de L'Hospital 


On se sert souvent des théorèmes de ce paragraphe pour calculer 
des limites. 


7.61. Première règle de L'Hospital. Soient f (x) 
et g (x) des fonctions (finies) continues sur un segment la, b] (qui 
peut être infini) et dérivables dans l'intervalle (a, b}, et soit g° (x) 
0 partout dans (a, b). Soit, enfin, 


g (a) = f (a) = 0. 


On dit alors que le rapport L 2 représente, pour z \, a, une indé- 
termination de la forme 5° 
Théorème. St, dans les conditions formulées ci-dessus, 
lim 2 ® = 4 
ze g 
(sur la droite numérique achevée}, alors 
lim PE = A 
g (x) ° 
z\,o 


Démonstration. Supposons d'abord que —0 << 4 << 
<< «. Pour un e > 0 donné, choisissons un z, de façon à avoir, 
dans l'intervalle (a, x}, l'inégalité 

f'(x) 
re Al<e . 
Appliquons le théorème de Cauchy 7.43 à l'intervalle [a, zol, où 
a <r<M;:; en vertu de ce théorème, il existe un point c € (a, zo) 
tel que 
f@) __ fGo—f() _ l'O 
8) 6Go)—8ta) g GC)" 


d'où, pour tous les x, a 7 <zo, 
| f (=) —A|= f' (ce) — A|<e. 


tg (z) g' (e) 
Or, ceci veut dire que A = lim ei ; 
ze 8 (z) 
Dans }2 cas où À est infini l’inégalité (1) est à remplacer par 


f'(æ) 1 ft) 1 
ET > — ou To < = selon le signe de À, pour le reste la 
démonstration ne varin pas. 
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7.62. Deuxième règle de L’Hospital. Soient 
{ (x) et g (x) des fonctions continues et dérivables dans un intervalle 
(a, b) (peut-être infini), g’ (x) ne s’annulant pas dans (a, b). Soit 


encore g (a) — j (a) = ©; on dit alors que le rapport , a repré- 


sente, pour z Na, une indétermination de la forme = s 


Théorème. Si, dans les conditions formulées ci-dessus, 
f' (2) 


ze 


(sur la droite numérique achevée), alors 


lin es 4 
= Ve 8 
Démonstration. Soit d'abord À fini. Pour un e = 0 


donné, choisissons un x, de façon à avoir, dans l'intervalle (a, zoe 
l'inégalité 


f(x) 
g° (2) —Af<e () 


Définissons la fonction D (x, zç) par la condition 


1) _ 1(@)=1(x0 
CG) — Get D (re 2%). 


Nous avons 


8 (2) = € (zo) 1-2 Go) 
D RC) =, EG 
DES Des te | «@ 
1e 776) 


pour z Va, En appliquant le théorème de Cauchy à l'intervalle 
{z, z)] nous voyons que, pour un point cEÎz, x], 


ft) __f'G), _tl@,rto _ 
ro Des) + IDE. #1 


D'où, pour + tels que [D(z, z)—1|<e, nous trouvons 


LD al<[ LE 41+# | LO [ip(e, 2) 11< 


g' (c) g' (c) 
<e+(|A|+e)}e. (3) 
Comme e est arbitrairement petit, lim 12 4, ce qu’il fallait 
zN\,a 


démontrer 
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Dans le cas où A=@o, l'inégalité (1) est remplacée par 
Et et l’inégalité (3) par 
(a). dt , 1 
EE 7 et 2 


qui a lieu pour les z assez proches de 4, en vertu de (2). Dans le 
cas où À — —00, les rsisonnements sont analogues. 


Exercices 


{. Supposons que f (z) soit définie pour a << z € b et que, quels que soient 
2 OÙ ze AE belle tbe à l'inégalité 


If) —/(@)1<CIz ze, a>0. 


Démontrer que f(z) est constante. 

. Supposons que f (z) soit définie et dérivable pour z > €. Soit, ensuite, 
lim f” (z) = 0. Alors, pour tout h > 0, 
Œ—r 00 


lim f+h)—f({h= 0. 


3. Une fouction f (z) qui possède, sur un interveiie [a, b}, une dérivée con- 
tinue, est uniformément dérivable sur [a, ]; en d'autres termes, pour tout 
e | 2 il existe un à =- 0 tel que | 3 — za | < 8, r,, r2 E (a, db) implique i'iné- 
galit 


ley-eIEnl ce, 


2— T1 


4. Montrer que la fonction y = zx? sin = est partout dérivabie sur {0, 1}, 


mais 3a dérivée n’est pas continue. 

5. La dérivée d'une fonction f (z) partout dérivable sur [a, b] prend toute 
valeur comprise entre f’ (a) et f” (b) (théorème da Darhoux), 

6. Si une fonction f (z) est convexe vers le bas sur (a, b) (7.51), alors, pour 
tout zE (a, b), on an l'inégalité 


UE) <Y UE) LOG—e)+HF EE) 


b—a 


c'est-à-dire que le graphique de la fonction f (x) n'a pas de points au-dessus de 
la corde qui joint les points d'abscieses «a et b. 

7. Le résuitat de i’exercice 6 nous mène à une définition plus généraie 
de In convexité d’une fonction que celle de 7,51 el qui n'utilise pas la dérivabi- 
lité: une fonction y == f D s'appelle conveze (vers Le bas) sur [a, b] lorsque, sur 
Lout inlervalie (œ, B) © Îa, bl, son graphique n à aucun point au-dessus de la 
corde joignant les points d'abscisses & et f, c'est-à-dire que, pour tout z € (æ, B), 


Démontrer que, quels que soient les points z1, .. , zh de l'intervalie [a b] 


p 
el les nombres À -- ‘Àp tels que DKAI<1 ({=1,. , ») et AUS 
jm 
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! (È Az) < Ë Ayf (29. 
= = 


8. (Suite. Dans les exercices 4-13, on so sert de la définition de la convexité 
qu'on a introduite dans l'exercice 7.) Montrer qu'une fonction f (z) esl convexe 
sur un intervalle [a, 6} si, et seulement si, la pente 


2 He A 


pa, =———— 


de la corde, pour z >> & > a, est une fonction non décroissante de z, quel que 
soit a fixe. 


9, (Suite.) Une fonction f (r) convexe sur un intervalle [a, b] est continue 


en tout point z € (a, b) et possède ses dérivées finles À gauche et à droite, de 
sorte que 


Je (x) < fâr (2). 
10. (Suite.) Si / (z) est convexe sur (a, b}, alors les fonctions f, (x) et fa. (z) 
ne sont pas décroissantes, et, pour n'importe quelsaetf,a<a<fp<bona 


LOST 


11. (Suite.) Toute fonction f (z) convexe sur [a, b] possède sa dérivée par- 
tout sur [a, b], sauf, peut-être, en un ensemble dénombrable de points. 

12. Supposons que f {x} soit dérivable sur (a, b) et que, pour deux points 
quelconques a, 8 où a <a << P & b, il existe un seul point y tel que 


f (B)—# (æ) 
pP— * 


a 


fa (a) < 


—« 


f'(y}= 


Montrer que ou bien f (x) ou bien —f (x) est convexe sur [a, b]. ; 

13: Si une fonction y = f (z) est convexe vers le bas au voisinage d'un point 
zo € (a, b}, alors son prapbique n’a pas de points au-dessous des demi-tangentes 
au point zx, c'est-à-dire que 


f (2) > (2 — 20) fâr (to) + f(zo) (2 > z0}, 
fe) > (z — 20) fo (to) + f(zo) (z < x). 
14. Une courbe dérivable y =: f (x) définie pour a < x << æ possède une 
asymptote y = kz + b (chap. 4, exorc. 10) si, et seulement si, les limites 
k= lim f'(z), b= lim [f(z)—zf"(z)] 
XD eo 
existent, 


15. Si une fonction f (x) est définie dans l'intervalle [a, b] et si, dans l’in- 


tervalle (a, b), il existe la dérivée f’ (2 qui 4 une limite p pour z No, alors ce 
nombre p est la dérivée à droite de la fonction f(x) pour z = a. 

16. Si une fonction f (t) croît pour 0 & t & b et UE une dérivée décrois- 
sante f’ (:) pour 0 <t < b (la dérivée pouvant croître indéfiniment lorèque 


t— 0), alors 
Sr (h)<= 
n=t! 
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17. (Exemple de Van der Waerden.) Posons | 
z pou 0Lr« TZ 


Po (z)e= 4 
Î—2z pour 5 <27K1 


et prolongeons ensuite cette fonction avec 1 pour période sur tout l'axe. Posons, 
ensuite, 


1 
Qn (2)= 7 Pa (Ans). 
La fonction q, (x) a la période 4-n et ln dérivée (partout sauf aux points anguleux 


d'abscisses +) qui vaut +1 ou —1. Soit, enfin, 


œ 
1(z)= b2 Pn (x). 
nu={ 
Montrer que f (z) est continue, mais n'est dérivable en aucun point. 


Historique 


Le calcul différentiel (et le calcul intégral) APpArar au XVIIE siècle: con- 
sidéré d’abord sous 38 aspects géométrique et cinématique dans des cas particu- 
liers par Fermat, Torricelli, Barrow, il est fermulé d’une façon générale à la 
fin du siècle par Newton et Leibniz *). Ce dernier introduit le symbole de diffé- 


rentielle et la désignation no pour la dérivée. Newton, puis Leibniz et ses disci- 


pions les frères Jacques et Jean Bernoulli en premier lieu, appliquent les méthodes 
u calcul différentiel aux nombreux problèmes de géométri8, mécanique et pby- 
sique. Pour les srpAretIons physiques, l’interprétation de ln vitesse d'un mouve- 
ment à l’aide de la dérivée du ChemiE parcouru per rapport au temps joue un rôle 
de premier plan. 

Le « théorème de Rolle » est énoncé par M. Rolle en 1890 pour les polyné- 
mes et sous forme implicite ; 18 « théorème de Lagrange » est donné per Lagrange 
en 1798 ; les énoncés modernes de ces théorèmes n apparaissent que dans le Cours 
de Cauchy (1821). 

Le premier traité de calcul différentiel est écrit « en 1691 et 1692 par Johann 
Bernoulli à l'ussge d'un marquis qui se montre bon élève o (Bourbaki). Il s'agit 
de Guillaume-François de L’'Hospital, marquis de Sainte-Mesme, qui publie le 
traité mentionné en 1696, ce qui lul fait un nom dans l'histoire des sciences. Pro- 
bablement, il serait plus correct du point de vue historique d'appeler règles de 
Bernoulli les « règles de L'Hospital s. La définition rigoureuse de la dérivée, 
basée sur celle de la limite, n’est donnée que par Cauchy **); depuis cette épo- 
que, « l'existence de la dérivée, au lieu d être un sorticle de foi, devient une 
question à étudier psr les moyens ordinalres de l'analyse s (Bourbaki). Les 
exemples de fonctions continues sans dérivée sont indiqués par Bolzano en 
1830 (l'ouvrage n'est publié qu'en 1930), puis par Weierstrass (1860; publica- 
tion de 1872). En ce qui concerne les fondements de l'analyse, les cours de 
Weieretrass à l’Université de Berlin constituent une étape suivante après 
l'œuvre de Cauchy. 


*) La première publication de Leibniz sur ces questione remonte à 1684, 
celle de Newton à 1887. Leur correspondance nous révèle cependant quie les mé, 
thodes du calcul nouveau leur ont été familières bien avant. 

**) Et, avant lui, par L'Huillier (1786); mais l'ouvrage de ce dernier n'arrive 
pue à propos et n’a pas de suite, bien que couronné par le prix de l’Académie des 
iences de Berlin. 


CHAPITRE 8 


Dérivées d'ordre supérieur 


Si la dérivée première nous permet de 
décrire, à un instant donné, le caractère 
d'un mouvement, la dérivée seconde nous 
aide À pénétrer 863 moblles cachés. 


W. Thomson et P. G. Tait, 
Philosophia natnrelle (1867) 


$ 8.1. Définitions et exemples 


8.11. Si une fonction numérique y = f (x) admet la dérivée 
y’ = f' (x) dans un intervalle (a, b} at si la fonction f’ (x) est, à son 
tour, dérivable sur (a, b), alors nous désignons la dérivée de la 
fonction f’ (x) par y” = f” (x) et l'appelons dérivée seconde de La 
fonction f (x). En continuant, nous obtenons, sur l'intervalle (a, b), 
les fonctions 


1 @), jf @) fG@), -.., F9 @) -.., 


de sorte que, pour tout 7 => 1, /"” (zx) est la dérivée de f""" (x). 
La fonction /‘" (x) s'appelle dérivée n-ième ou dérivée d'ordre n de 
f (x); si la fonction f"” (x) existe, alors la fonction / (x) est dite n 
fois dérivable sur (a, b). Si la fonction jf’ (x) existe et est continue, 
alors la fonction / (x) est dite continâment dérivable ou lisse. La fonc- 
tion f (x) elle-même est considérée comme sa propre dérivée d'ordre 0: 


12) = f9 (2). 

8.12. Opérations sur les dérivées d'ordre 
supérieur. En supposant deux fonctions f (x) et g (x) n fois 
dérivables dans un intervalle (a, b), on a les formules suivantes: 

Ge) + € GNT = 9 (2) + 8 (2) à (1) 


(af (x) = af"? (x) (œ est un nombre réel quelconque); (2) 
( ave À Ch (x) g®-" (x) (formule de Leibniz), (3) 


où her sont des coefficients binomiaux. 
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On démontre les égalités (1) et (2) en dérivant successivement 
les égalités 7.13 (1), (2). Démontrons (3) par récurrence. Si (3) est 
juste pour un n, alors, en dérivant encore une fois, nous trouvons 


Ge" = D Ca Prat + FE gt] = 
k=0 
n Î 
— D ChfMgnht1) + SS Ch OI ANR) = 
h=0 Re 
n 
= pen + À (CR + Ont Menu + ten 
on a 
en nous basant sur la formule Cri = Ci + Ch !. On voit que dès 
que la formule (3) est valable pour un exposant 7, elle l’est pour 


l’exposant n + 1; comme elle est vraie pour n = 1, elle est établie 
pour n'importe quel n. 


8.13. La table suivante de dérivées d'ordre supérieur pour 
quelques fonctions parmi les plus usuelles nous servira par la suite: 


{ (x) | j' (x) [” (x) | for (x) | ne 10) (x) 
1% ax! a—1)r%—? a(a—1) x 3 ……. a (a — 1): x 
X (a —2) 2% X(a—n+1)z% 7" 
eax aeax ateax aÿeax Se aneaz 
1 2 _,.(n—1)l 
Inz = — 53 Si a (—1}9-1 FF 
sin bz b cos bz —b3 sin bz — D cos bz ... | bnsin (es +n7) 
Cosbr |! —bsinbz | —b1co8 br + bS sin bz ..… | bncos (or+ne) 


8.14. Dérivées d'un polynôme et son déve- 
loppement suivant les puissances de z— a. 
Chaque dérivation d'un polynôme abaisse son degré d'une unité. 
Si un polynôme est de degré n, alors, après l'avoir n fois dérivé, 
nous aboutissons à une constante; donc 3es dérivées d'ordre n + 1 
et plus s'annulent. 

Tout polynôme P (x) du n-ième degré peut être ordonné suivant 
les puissances croissantes de z — a, a étant un nombre quelconque, 
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par la substitution x = (z — a) + a; notamment, si 


P (x) = ÿ ant”, 
he 
alors on a 


P(z)=P [&@—a)+al= 2 al(z—a)+al, 

ce qui se met sous la forme 

PH=b+bh(—a)+b:(—-a)} +...+8b,(z— a)". (1 
Lss coefficients bo, b4, . . ., b, s'expriment en fonction des dérivées 
du polynôme P (x) au point a. Posant zx = a dans (1) on trouve 

P (a) = be. 
En dérivant (1) par rapport à z on trouve 
P')=b +2b, (x — 0) + 3bs (x — a} + ...+ nb, (z—a)""1 
(2) 


En y portant x = a On obtient 
P" (a) = b,. 
En dérlvant (2) on obtient 
P" (x) = 2b, + 2-3b5(x — a) +...+n(n —1)b, (x — a)""*. (3) 
En y portant x = a on trouve 
P” (a) = 2b;. 


En continuant on obtient, pour tout Æ == 0, 1, ...,n, 
P® (a) = 1°2...k-b,. (4) 
Ainsi, pour k = 0, 1, ..., n, on a 


1 
= +7 P° (a) 
(en posant OI — 1), et le développement (1) se met sous la forme 
_ PW 
P(o= D (za. (5 
R=0 


$ 8.2. Formule de Taylor 


8.21. St une fonction f (x) esi continue sur un intervalle fini [a, b), 
n + 1 fois dérivable dans l'intervalle (a, b} et ei, de plus, ses dérivées 
d'ordre inférieur ou égal à n possèdent les valeurs limites f" (a) *) 


*) Les limites f(h hpeoenites ict sont les dérivées à droile correspondan- 
tes (exercice 15 pour le chap. 7), maie cela n'a pas d'importance. 
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(x = 0, 1, ..., n), alore il eziste un point c E (a, b) tel que 


) a n+1) € n 
= D LR (ba) + EE a 0 (1) 
hmm0 


C'est la formule de Taylor. 

Pour r = O0, cette formule devient formule de Lagrange 7.44 (2). 
Pour un polynôme du n-ième degré, on a f"*h (x) = 0, et nous 
retrouvons la formule 8.14 (5). 

Lemme. Si deux fonctions F'(xr) et G (x) sont continues sur un 
intervalle (a, b) et n + À fois dérivables dans l'intervalle (a, b), de 
sorte que G" (x) ne s'annule pas dans (a, b) et F'M(zx), G'*(x) ont 
chacun O pour limite lorsque + a (k=0,1,...,n), alors il 
existe un point c E (a, b) pour lequel 


FE) _ FN (c) 
@) am)” 


En effet, d’après le théorème de Cauchy 7.43, il existe un point 
C1 E (a, b) pour lequel 


R(b)—F(a) _ F(b) Fc) 
G()—G(a)  G(b) G (cu) 


En appliquant le théorème de Cauchy encore une fois à l'intervalle 
(a, c:), on établit l'existence d'un point c: € (a, c;) pour lequel 
P(E) _ F'{cs) _ _F’(cr)—F(a) , F7 (C2) 
G(&) (c1) G'(c1) —6” (a) G'(c2) 
En continuant on trouve après ? pas un point c € (&, c,) pour lequel 


P(b)_ _ FM (en) _ FM (en) FUN (a) FH (c) 
GET  GM(en) EU (en)—GM (A) GMT (ce) ? 


ce qu'il nous faut. 


Démonstration de la formule de Taylor. 
Posons, dans le lemme, 
n 
__ aÿh 
F(2)=f(2— 2 1% (0) ET. 
Am0Ô 
G(z)=(r— a)", 
La fonction F (x), de mêma que / (x), possède les dérivées d'ordre 


inférieur ou égal à 7 + 1. La fonction G (x) a les dérivées de tout 
ordre et ses dérivées d'ordre inférieur ou égal à nr sont positives pour 
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z > a De plus, conformément à 8.14 (4), 
(na) ñ : 
[2 LOL (ra [mn fe (a), 


de sorte que Æ% (a) = ft (a) — f (a) = 0 pour m = 0, 1, 

.., nr. D'après la même formule G!7? (a) == 0 pour m = 0, 1, 

., A. Donc, l'hypothèse du lemme est remplie, et l'on peut l" appli- 
quer avec 


FA (ay me PE (2), 


GEO (= (n+1)1. 


Le lemme appliqué, on obtient : il existe un point c € (a, b) tel que 


1 3} 1% (0) EE 


F() m0 Te) 
BE) Ga MEN!” 


ce qui nous amène à la formule cherchée (1). 


8.22. Remarque. Nous avons considéré le cas a << b. 
Dans le cas b <a, la démonstration s6 fait exactement de la même 
façon, de sorte que la position du point b a est sans importance; 
dans les deux cas, le point c se trouve entre a et b. 


8.23. La formule 8.21 (1) est souvent écrite comme suit: 


jee D 0 (0) Et + ft 0 (EE (EG, 2). (#1) 


h on 0 


Le polynôme du 7-ième degré représenté par les premiers termes 
du second membre s’eppelle polynôme de Taylor. L'expression 


An (x, je LRO (5 — api (2) 


est le reste de La formule de Taylor (sous forme de Lagrange). Si 
{D (zx) est borné pour z —+ «a, alors le reste À, est un infiniment 
petit par rapport à (z — a)" lorsque z—+> a (4.38); conformément 
à la désignation adoptée dans 4.38, nous notons 


Ra = 0 ((x— a)"). 
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En particulier, il est aisé de prouver que, pour z << 0 ou z > 0, 
les développements suivants ont lieu: 


=1+e+ + Le + ET +0 (2); (3) 

CosZ— 15. + (— A) 0 (a2#1); (4) 
sine she +) ro (294); (5) 
In({+z)=z-R +... +(—1i EL 4o(z"); (6) 


A+) =i+ art 20 + is 


+ St PR 2 +o(zx"). (1) 


8.24. La formule de Taylor sert à représenter une fonction f (x) 
(qui peut être assez compliquée) par une fonction relativement 
simple, notamment par un polynôme, à 8.23 (2) près, l'erreur per- 
mettant, dans certains cas, una estimation simple et pouvant être 
rendue assez petite. Si l'on sait que 


sup IP DISM (GR) (n = 0,1,2,. .), 


a£x<a+h 
alors on obtient l'estimation suivante pour le reste 8.23 (2): 
M + h 
Rae prit, (1) 


Désignons le second membre par &@ — & (7, h). On peut formuler 
rois problèmes naturels liés à la détermination de chacune des 
quantités w, r, k en fonction de deux autres: | 

(a) Pour nr et h donnés, trouver @ (n, k); en d’autres termes, 
trouver un majorant pour l'erreur commise en remplaçant la fonction 
{ (x) dans l'intervalle (a, a + hk) par son polynôme de Taylor du 
n-ième degré. 

(b) Pour 7 et w donnés, trouver hk; en d'autres termes, trouver 
un intervalle (a, & + h) sur lequel l'erreur commise en remplaçant 
la fonction f (z) par son polynôme de Taylor du n-ième degré ne 
dépasse pas la valeur donnée «. 

(c) Pour À et © donnés, trouver 7; cn d’autres termes, trouver 
lc degré d’un polynôme de Taylor, si l'erreur commise en remplaçant 
par ce polynôme la fonction / (x) dans un intervalle donné (&, a + h) 
ne dépasse pas la valeur donnée ©. 

Dans des cas concrets, tous ces problèmes se résol vent d'une façon 
plus ou moins élémentaire (voir l'exercice 10). 

On peut formuler les mêmes problèmes pour un intervalle 
(a — h, a), les méthodes de résolution restant les mêmes. 
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$ 8.3. Analyse du comportement d'une fonction 
au voisinage d'un point donné 


8.31. Dans $ 7.5, nous avons discuté la position d'une courbe 
y = f (x) per rapport à sa tangente au z = x,. L'appareil analytique 
était en 'oécure née les valeurs de f’ (x) pour z xs. Revenons 
à ce problème en utilisant, au lieu d'un ensemble de valeurs de 
f’ (x), une seule valeur de /” (x) pour z = xo. 


Théorème. Soit y = f (zx) une fonction qui possède La dérivée 
première f’ (rx) dans un intervalle (a, b) contenant un point 20 et la 
dérivée seconde ” (z0) au point ro. St f" (zo) >> 0, alors ro est un point 
de convezité dirigée vers le bas pour la fonction f (x): si f” (zo) 0, 
alors ro est un point de convezxité dirigée vers le haut pour cette fonction. 


Démonstration. Soit f” (ro) > 0; en appliquant le ré- 
gultat 7.23.a à la fonction f’ (x), on voit qu’il existe un 6 > 0 tel 
que, pour 0 << h << 6, on a: 


f (to — k) <f° (co) <f' (zo + h). 


Ceci permet d'appliquet le résultat 7.54 à (ro — 6, ro + 6}, 
ce qui achève la démonstration. Le cas f” (ro) << 0 est analysé 
de façon analogue. 


8.32. Le résultat oblenu a pour conséquences Îles nouvelles 
conditions suffisantes d’existence d’un minimum et d'un maximum. 

a. Si, dans l'hypothèse de 8.31, nous avons f’ (xs) = 0 et f” (zo) >> 
> 0, alors le point x, est un point de minimum local pour le fonction 
1 (2). 

b. Si, dans l'hypothèse de 8.31, nous avons j” (zo) = 0 et f” (zo) << 
<< 0, alors le point x, est un point de marimum. local pour la fonction 
Î (x). 

Les deux propositions résultent de 8.31 et 7.56. 

8.33. Si l’on connaît les valeurs de f” (x) non seulement au point 
z, mais aussi dans un voisinage de ce point, quel supplément d'infor- 
mation sur Îles propriétés de la fonction f (x) peut-ou en tirer? 1] 
s'avère que l'on est alors en mesure de décrire la position de la cour- 
be y — f (r) au voisinage du point z, par rapport à sa « parabole 
osculatrice » 


Y (2) = f (0) + f° (20) (2 — 20) + 5 f(x) (220). (4) 


a. Théorème. Lorsque, pour tous les n € (zo, b), on « l'iné. 
galité f” (n) > f° (zo), alors lu courbe y = f(x), pour x => zx, est 
au-dessus de la parabole osculatrice (4). Lorsque, pour ious ls n € 
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€ (zo, b), on «a l'inégalité f” (n) <f” (xzo), alors La courbe y = f (x), 
pour x >> zo, et «u-dessnus de la parabole (1). 


Démonstration. Dans la première hypothèse, on a pour 
Z>> To, d'après la formule de Taylor avec 7 = 2: 


(= 1 (co) + P' (x0) (&— 20) + + (0) (x — 20) > 
> À (50) + f' (20) (5 — 20) + + F' (20) (x — 20) = Ÿ (2). 


Dans la seconde hypothèse, on raisonne de la même manière. 

b. D'une façon analogue, lorsque, pour tous les E E (a, zo), on 
a l'inégalité f” (&) => f" (x), alors la courbe y = f (x), pour zx <<xo, 
est au-dessus de la parabole (1); lorsque, pour tous les EE (a, xo), 
on « l'inégalité f” (E) << f” (xo}, alors La courbe y = f(x), pour ? << ZTo, 
est au-dessous de la parubole (1). 


8.34. Envisageons, dans les conditions 8.33, le cas où /” (zo) = 0. 
Alors la parabole osculatrice 8.33 (1) dégénère en la droite tangente 
à la courbe y — f (x) pour z = zxo: 


Y (2) = (xo) + f° (xo) (z — 20) 


En combinant les résultats 8.33 on aboutit aux conclusions 
gui vantes : 


Théorème. Si, duns les conditions 8.33, on a f” (xs) = 0 et 
que, pour tous les x 170, on « l'inégalité f" (x) > f” (xd), alors le 
point zo est un point de convezité dirigée vers le bas pour la fonction 
f (x). St l'on « l'inégalité f” (x) <f° (x) pour tous les x 2 zo, alors 
le point x, est un point de convetité dirigée vers le haut pour la fonction 
Î (x). Si, pour tous les EE (a, xzo), n E (zo. b}, ont lieu les inégalltés 


f" (8) <0 <f” (n), 
ou bien les inégalités 


fEH>0>7/" (M), 


alors le point x, est un point d'inflerion pour la fonction f (x). 
Soulignons que les deux dernières euppositions sont des condi- 
tions suffisantes pour que le point x, soit un point d'inflerion. 


8.35. Tout comme pour f’ (x) plus haut, on peut utiliser, au 
lieu d'un ensemble de valeurs de f”(r), une seule valeur de f'’’ (x) 
au point Zo Supposons que la fonction / (r) possède les dérivées 
f(x) et f”(x) dane un intervalle (a, b) 3 zo et la dérivée f’” (x) 
au point To. 


Théorème. Si f’”” (zx) >0, alors La courbe y = f(x) est 
au-dessus de la parabole 8.33 (1) pour x > zo et uu-dessous pour z < 
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<zo. Sif”” (zo) <<0, !4 courbe est par contre au-dessus de lu purabole 
8.33 (1) pour zx <<2z, et au-dessous pour x >> zo. 


Démonstration. Soit f'‘”’ (rs) > 0. En appliquant le 
résultat 7.23.a à la fonction /” (x) on voit qu’il existe un 6 > 0 tel 
que l'inégalité 


f(&o—h) <f°(xo) <f' (co + h) 


a lieu pour 0 <h << 6. On peut maintenant appliquer les théorèmes 
8.33.a, b à l'intervalle (zo — 6, zo + 6), ce qui nous conduit aux 
résultats cherchés. 


8.36. Dans le cas où f” (xo) = 0, on obtient: sf f” (zo) = 0, 
f"" (zo) #0, alors xo est un point d'inflexion de la fonction f (x). 

Dans le cas où f’’’ (zo) = 0, la situation reste indéterminée (une 
fois que l’on ne veut utiliser les valeurs de la fonction et de ses 
dérivées qu'au seul point z,). On peut se servir des valeurs de dérivées 
suivantes (voir l'exer.ice 11). 


8.37. Une autre forme de la formule de Taylor qui utilise le 
symbole Æ (4.39) est utile, lorsqu'on étudie le comportement d’une 
fonction au voisinage d’un point donné. Supposons qu'une fonction 
f(x) possède les dérivées successives, y compris la n + 1-ième, 
au voisinage d'un point a, de sorte que f(") (a) # 0 et que 
f+1) (x) soit bornée. Alors la formule de Taylor 8.23 (4) peut être 
mise sous la forme: 


, hn=1 PSE hn 
f(a+h)}=f(a)+hf (a)+... +n=ni/ P(a)+-f(a)E, (1) 
où, comme plus baut, Æ£ désigne une quantité qui tend vers 1 (pour 
k—+ 0). Dans le présent cas on a, évidemment : 

h  fen+#D ,c) 
n+1 fim(a) * 


Signalons en particulier les formules qui résultent de (1} (pour 
les valeurs de n données ci-dessous) et de 8.13 (ou bien 8.23 (3)-(7)): 


E—1+ 


e“ =1+21E (n = 1); (2) 
cosz=1-%E (n = 2); (3) 
sinxz — zE (n = 1); (4) 
In(i+z)=1:E (n = 1); (5) 
<+zf =1+azE (n=1); (6) 


quant à le dernière formule, nous l'avons obtenue dans 5.59.f. 
16 3ak 2265 
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Des formules plus exactes qui résultent toujours de (1) et de 
8.23 (3)-(7) sont: 


—1+5+4E (n= 2); (2°) 
cosz=1— + (n = 4); (3') 
sinz=z— + E (n =3); (4”) 
In (1+2)e 244$ E (n = 2) ; (5) 
A+a)=i+ar+ 2 Due (n=2). (6) 
8.38. Exemples. 
a. Trouver 
lim Fer 
z0 Sin z 


Solution. En appliquant les formules 8.37 (2}-(4) on trouve : 
z z 


et — cos z i 
sin z zE ° 
(On surait pu aussi bien appliquer la règle de L'Hospital 7.61.) 


b. Trouver 
lim Vi + 
x—0 In (14-21) 


Solution. En se servant des formules 8.37 (2), (5), (8) on trouve 


71 78 
A LYEFTS a ‘+28 (1 €) 


nn pp Eaen de la règle de L'Hospital conduirait à des calculs compli- 
qués. 
c. Quelle est la position de ia courbe 
v=/ CLR 


au voisinage du point r—0? 
Solution. D'après la formule 8.37 (4'}, 


a 
a (= me E) ie 
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de sorte que lim 1. Une réponse plus exacte exige l'application d'une 
z—0 


formule plus exacte pour sin z, notamment 


25 


1% © 


3 
sin rez + 
(ce qui résulte de 8.23 (5)). On a alors 
z? 
V= 5 1% 


de sorte que la fonction y=/f(z) a un maximum Jocal au point z=0. 


E, 


$ 8.4. Différentielles d'ordre supérieur 


8.41. Supposons qu'une fonction y = f (x) soit définie dans un 
intervalle (a, b} et y possède les dérivées successives, y compris 
la n-ième. On appelle différentielle d'ordre n de la fonction f (x) une 
fonction de deux variables indépendantes x et dx qui est définie par 
l'égalité 

d'y = df (x) = f0 (x) (dx). 
Lorsque dx est constant, alors, évidemment, d'y = d (d"-1y). Etant 


donné d'y, la dérivée d’ordre n peut être mise sous La forme d’un 
rapport: 


PV (2) = Tree 
En particulier, pour y = f(x) = z, nous avons 
dy = dr, Py=dy=...=0, 
8.42. Explicitons la différentielle seconde d’une fonction compo- 
sée y = fl (x)l. D’après la définition 8.41, on a 
dy = {flo G)}" Gr) = (f' lel-' (2)l' (ax) = 
= f" le (2) lo (x) del? + f' (p)-p” (x) (dr = 
= f" Lo @)l: (dp}° + f' (p) p” (x) (dr). (1) 
Si @ était une variable indépendante, on aurait 
dy = f" ll (dp)*. 


Nous voyons que, contrairement à la différentielle première, la 
différentielle seconde (et suivantes) changent de forme lorsque la 
variable indépendante devient dépendante, i.e. fonction d’une 
nouvelle variable indépendante. D'ailleurs, dans le cas où la variable 
indépendante ne subit qu'une transformation linéaire, la différentiel- 
le seconde et les suivantes ne changent pas de forme. Dans ce cas, 


16% 
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q (@) = Az + B (A et B sont constants}, donc q° (x) = 0 et Île 
euxième terme dans (1) disparaît. .En effectuant les différentiations 
suivantes, on obtient successivement : 


Py = f" (op (1 [y (x) drl° = f" [op (z)l (dp)*, 


d'y = #0 lp (lle (2) del" = #9 [op (2)] (dy)”, 
car les termes contenant les dérivées supérieures de q s’annulent. 


8.43. Avec les différentielles, la formule de Taylor 8.21 (1) prend 
la forme suivante (& = x, b — a — dr): 


f(z+dz)= S Sd" Ce) + a*'f (c). 


h=0 


$ 8.5. Série de Taylor 


8.51. Considérons une fonction y = f (x) qui possède, dans un 
intervalle (&, b}), les dérivées de tous les ordres nr = 0, 4, 2, ... 
Dans la suite, de telles fonctions seront dites indéfiniment dérivubles. 
Choisissons un point zo € (&, b} et écrivons la formule de Taylor: 


J (2) = F (ao) + 1° (0) (5 — 20) + + + + ET (2 — 20) + Ra (as 20). 


Supposons que, pour un x donné, la valeur du reste tende vers Ü 
lorsque n croît. Cela veut dire que la série infinie 


1 (mo) +" (mo) (520) + (55) +... = 


oo Pr a 
_ D 170 (z— 20) (1) 
n=0 
converge et a pour somme le nombre f (x). Donc, la valeur de la 
fonction f (zx) pour un x donné est la somme de la série de puissances 
de z — zo: 


fa)= f (æ0) + 1° (m0) (x — 20) +. + EG (22 +. 


Indépendamment de sa convergence et de sa somme, la série (1) 
pour une fonction indéfiniment dérivable f(x) s'appelle série de 
Taylor relative à Lu fonction f (x). Elucidons pour quelles fonctions 
f (x) et dans quels domaines la série de Taylor converge et a pour 
somme la valeur de la fonction f (x) elle-même ; en d'autres termes, 
pour quelles fonctions et dans quels domaines le reste de la formule 
de Taylor tend vers 0. 
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8.52. Lemme. Si, dans un intervalle (a, b) et pour certains 
B>0et C>0,on «a l'inégalité 


a su GIE (n=0,1,2...) (1) 


(i.e. que la suite numérique du premier membre est bornée), alors 
le reste de lu formule de Taylor tend vers 0 en tout point x € (a, b) 


pour lequel Iz—zl<+:. 


Démonstration. ÆExplicitons le reste: 


(z— zo}"+1 
(R + 1)1 
En vertu de (1), nous avons 


Ra (x, to) = f'"#® (c) (c entre x et ). 


ss n+]1 
[An Ge, 20) LEE CB (n + 1)1= C (812201), 


qui tend vers 0, lorsque 7 > ©, une fois que Iz—2|<+ 


8.53. Considérons quelques exemples. 

a. Pour un polynôme y = f (x) de qe m, l'inégalité 8.52 (1) 
est immédiate, car f(m+1) fx) et toutes les dérivées suivantes sont 
nulles. Donc tout polynôme se développe en série de Taylor; d'ail- 
leurs, cette série 8e réduit à une somme finie que nous avons déjà 
vue dans B.14. 

b. Soit f(x) = e*. Nous avons fn) (x) = e* et 


sup e* = e? 
Ir1<8 


dans l'intervalle [—b, b]. Par conséquent, l'expression 


gu fi (z}| eb 
Or TT 


tend vers 0 lorsque 7 croît, donc reste bornée pour 7 —+ « quel que 
soit un b fixe. Ainsi, la série de Taylor de la fonction e* converge 
vers ex sur l'intervalle [—b, b] de n'importe quelle longueur; autre- 
ment dit, elle converge vers e* pour tous les z réels. Donc, pour tous 
les x, on a 


mttat+Et.. + Et... (1) 


ce. Soit f(z)=sinz. Nous avons |f'”(z)[<1 et 


sup|} 
en 
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dans tout intervalle [--b, b]. Cette suite est bornée indépendamment 
de b, Donc, La fonction sin x se développe elle aussi en série de Taylor 
qui converge sur tout l'axe réel: 

z? 


sinz=z— + Et... (2) 


d. De même, la fonction cos x se développe en série de Taylor 
qui converge sur tout l'axe réel: 
zo 


cosz=1— +4. (3) 


8.54. Notons que l'existence des développements 8.53 (2) et (3) 
démontre l'unicité des fonctions sinx et cosz que nous avons 
définies dans 5.64 comme solutions de certaines équations fonctionnel- 
les. Pour achever leur théorie, il nous faut, en partant des développe- 
ments 8.53 (2), (3), montrer que les équations et les inégalités men- 
tionnées dans 5.61 sont satisfaites; on le fera dans 8.68. 


8.55. Prolongement analytique. Supposons 
qu'une fonction f(x}, indéfiniment dérivable dans un intervalle 
(a, b}, s'y développe en série de Taylor 


ae D (ed = EE. (1) 


Considérons cette série dans le domaine complexe en remplaçant 
la variable réelle zx par la variable complexe z = x + iy: 


> Ch (2— 20)". (2) 
h=0 


Le domaine de convergence de cette série est le cercle d’un rayon R 
centré au point zo (6.52). De toute façon, le nombre Æ est tel que 
tout l'intervalle (a, b} dans lequel la série (1} converge est inclus 
dans le cercle | 3 — z, | <_R, puisque l’on sait qu’nne série de 
puissances diverge en tout point extérieur à son cercle de conver- 
gence. En tout point z € (a, b}), la somme de la série (2} vaut (x) 
par hypothèse. La somme de la série (2) considérée en d'autres points 
du cercle de convergence représente une fonction de z ; nous l’appelle- 
rons prolongement analytique de la fonction f (zx) dans le domaine 
complexe et désignerons par f(z). En particulier, si la série (1) 
converge pour tous les x réels, alors la série (2) converge pour tous 
les z complexes, le prolongement analytique de la fonction j (x) 
se trouvant ainsi défini dans tout le plan complexe. 
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$ 8.6. Exponentielle et fonctions trigonométriques 
dans le domaine complexe 


Appliquons les résultats 8.55 d'ordre général à l'exponentielle 
et aux fonctions trigonométriques. 
8.61. La série de Taylor de la fonction e* 


3 
A++ + +. 
converge pour tous Îles z réels; donc la série 
£ z2 sn 
e=1+3+s. HSE EE .. (1) 
converge pour tous les z complexes en définissant l'exponentielle 
e* dans tout le plan de la variable z. 


8.62. D'une façon analogue, la série de Taylor de la fonction 
sin z 


: z zS z? 
SnT=iz-sr ts rt Fatal 
ainsi que celle de la fonction cos z 


z zû xt 
COBZ = + +. v. 
converge pour tous Îles x réels; par conséquent, pour tous les 3 com- 
plexes. sont définies les fonctions 


; 13 z6 
SN3=2—3p+ep— (1) 
g2 zt 
cosz= 15 + _— ... (2) 


qui sont les prolongements analytiques des fonctions trigonométri- 
ques sin z et COs zx. 

On voit des formules (1) et (2) que, dans le plan complexe (comme 
sur’ l'axe réel), on a les égalités 


sin (—3) = —sin 2, (3) 
cos (—2) = cos 2, (4) 


qui expriment respectivement l'imparité de la fonction sin z et la 
parité de cosz dans le plan complexe. 


8.63. Une relation remarquable qui existe entre l'exponentielle 
et les fonctions trigonométriques dans le domaine complexe résulte 
des développements 8.61 (1} et 8.62 (1), (2). Notamment, en rempla- 
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çant dans 8.61 (1} £ par iz, on trouve que, pour tout z, 


br 3? 2 zt M 
e =1+i-s-is + TT:..—= 


= (+... )+ (+ ….)=cosz+tsinz. (1) 


Ainsi, l'exponentielle est une combinaison linéaire de sin z et cos z. 
En remplaçant dans (1) z par —z on obtient encore (compte tenu 
de 8.62 (3) et (4)) 


et = cos z — isinz. (2) 

Il résulte de (1) et (2): 
cos 7 = ET 1 (3) 
sinz =. (4) 


D'aiileurs, ces formules auraient pu être obtenues directement de 
8.61 (1} et 8.62 (1), (2). Les formules (1)-(4) s'appellent formules 
d'Euler. 

Pour un z réel qui vaut 8, nous avons de (1): 


e18 = cos 0 + i sin 6. (5) 
On voit que le module du nombre complexe el%, avec 8 réel, est égal 
à l'unité. 
Pour tout nombre complexe z 5 0, nous avons eu, dans 5.72, 
la représentation trigonométrique 
z = r (cos 8 + i sin 0), 


où 6 est l’argument et r le module de z. L'égalité (5) permet de 
mettre le même nombre z sous + forme exponentielle » 


2e relt. (6) 


8.64. Les autres propriétés de l'exponentielle sont basées sur 
le fait suivant: 


Lemme. Quels que Soient z, et z, complexes, on a l'égalité 


e’itis ES e°1 LCR 
En effet, on a 
tel tait +... 


e—1+a+ À 
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Les deux séries étant absolument convergentes, on peut appliquer 
le théorème de multiplication (6.46) qui donne 


een 1 + (te) + (ant) Li 


212% 


+ (+++ + 
= 14 (22e) + ie Greene, 


ce qu'il fallait démontrer. 


8.65. En particulier, pour x et y réels et pour z=zx<+iy,ona 
et ete. eV —e*(cosy+isiny)=e"cosyie"siny, (1) 


formule qui explicite les parties réelle et imaginaire de la fonction &*. 

La relation (1) révèle une particularité intéressante de la fonc- 
tion e* dans le plan complexe, à savoir sa périodicité. D'une façon 
générale, une fonction f(z} s'appelle fonction périodique de période 
(complexe) T si la relation 


1&+T)=1() 
est satisfaite pour tout £ du domaine de définition de la fonction f (z). 
En particulier, pour f (z) = e’et T = 2ni, nous avons d'après (1) : 
et rent — ex +riv+ont — px+ri(y+ 270 — 


— 6" [cos (y+2n)+isin(y+2rx)}) =e[cosy+isiny]=e, (2) 


de sorte que la fonction j (z) = e* s'avère périodique de période pure- 
ment imaginaire T = 2ni. Donc, pour tout k = 0, +1, +2, ...: 
et? — 7, 
Au contraire, les fonctions el: et e”l: ont pour période, dans le 
plan complexe, le nombre réel T = 2x. Par exemple, pour f (z) = e'z, 
nous tirons de (2} en y remplaçant z par iz: 


f(242n) = elu +20 = etr+ 2x — etz = f (2). 


En vertu des formules 8.63 (3), (4), les fonctions sin z et cos z 
considérées dans tout le plan complexe sont périodiques de période 
réelle 21, de même que elz et e”t. 

En posant z = in dans (1} on aboutit à une formule bien inté- 
ressante *): 

ex = —1{, 
*) « On direlt que celte formule remarquable d'Euler symbolise l’unité 


des mathématiques: —1 y représente l'arithmétique, 1 l'algèbre, n la géométrie 
el e l'analyse s (A. Krylov). 
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8.66. D'autre part, en multipliant membre à membre les rela- 
tions 8.63 (1) et (2) et en appliquant le lemme 8.64 on trouve 
ete = © = 1 © (cos z + i sin z}) (cos z — { sin z) = 
= cos? z <- ain° z. (1) 
Ainsi, les fonctions cos 3 et sin 3 satisfont, dans le plan complexe 
aussi, à la première des équations fonctionnelles qui nous out servi 
à définir ces fonctions (5.61 (1}). Cependant, la conclusion que l’on 
a tirée de l'équation (1) dans le domaine réel et qui dit que les fonc- 
tions sin z et cos z sont bornées en module par le nombre 1, n'en 
résulte plus, car les valeurs de ces fonctions sont elles-mêmes com- 
plexes. Qui plus est, les relations 8.63 (3), (4) où l’on remplace z 
par iy montrent que les fonctions cos (iy} et t sin ({y} (leur argument 


est purement imaginaire si y est un nombre réel) croissent indéfini- 
ment pour y => +oo. 


8.67. Soient z, et z, des nombres complexes quelconques. Ên rem- 
plaçant dans les développements 8.63 (1) et (2) z par z, et par 22 
et en multipliant on trouve 


el Gti) = Cos (2, + 22) + i sin (z + 22) = elur-elm — 
= (cos 2, + i sin z,}) (cos z2 + à sin 23) = 
= (cos z, cos z, — sin £, sin z,) + à (cos z, sin z,-+8in z, cos 2) 
et, d'une manière analogue, 
et = cos (2, + 32) — à sin (2, + 22) = even = 
= (cos z, — { sin z,) (cos z, — i sin 3;) = 
= (cos z, cos 22 — sin 3, Sin 23) — À (cos z, sin z3 + sin 3, COS z:). 
En additionnant et soustrayant les développements obtenus on trouve 
cos (3, + 22) = CO8 Z, COS Z2 — Sin Z, Sin Z», (1} 
gin (2, + 22) «= sin z, cos 2: + cos z, Sin 22, (2) 


ce qui prolonge les équations fonctionnelles 5.61 (2) et (3) dans le 
plan complexe. 


8.68. En particulier, si l'on prend les séries 8.62 (1) et (2) pour 
définitions des fonctions sin x et cos z, on voit que les équations 
fonctionnelles 5.61 (2) et (3) sont satisfaites. Montrons que, pour zx 
positif et assez petit, il en est de même de l'inégalité 5.61 (à) 


mn (1) 
En partant de 8.62 (1} on conclut que 


3 2 
sinr=z—+E=z(i-TE), (2) 
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où Æ tend vers 1 pour z —+ 0. Donc, pour z assez petit, on a £ > . À 


et l'expression entre parenthèses dans (2) est inférieure à 1, d'où 
la première inégalité (1). 
Ensuite, le développement 8.62 (2) implique la représentation 


r] 
COS I — 1—+ £, (3) 
où E-+1 lorsque z->0. Par conséquent (vu 8.37 (6)}), 
sin z z? z? 1 
est RE) (1-5E) = 
z3 14 2 
Ici l'onaE£> J pour x assez petit, et l'expression entre parenthèses 


devient supérieure à 1, ce qui démontre notre proposition. 

De la sorte, les fonctions vérifiant les relations 5.61 (1)-(4) peu- 
vent être définies par les séries 8.62 (1) et (2). L’unicité des solutions 
de ces équations a déjà été établie (8.54). 


$ 8.7. Fonctions byperboliques 


8.71. Définissons deux fonctions d'une variable complexe: 


che=1+sptirteérte.. (1) 
shz— 24 ++. (2) 


Les séries convergent pour tout 3 complexe. La première des fonc- 
tions définies s'appelle cosinus hyperbolique de z, la deuxième sinus 
hyperbolique de z. Elles sont désignées respectivement par chz 
et shz. 


8.72. En partant du développement 8.61 (1) 
DENT ESS 
et de la relation que l'on obtient en y remplaçant z par —z2: 
et tit Et... 


on peut exprimer les exponentielles &° et e-* par les fonctions intro- 
duites ch z et sh: 
e — chz sh, 
et = chz — shz. 
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En résolvant les équations obtenues par rapport à ch s et shz on 
trouve 


chamg (ete), (1) 

sh z = . (e*—e""). (2) 
En particulier, pour un zx réel, on a 

chz=s(e te), (3) 

shr— - (e*—e), (4) 


Les graphiques de ces fonctions sont donnés fig. 8.1. 


8.73. Dans le domaine complexe, les fonctions hyperboliques 
sont liées d’une façon étroite aux fonctions trlgonométriques. 
Notamment, en remplaçant dans 8.72 (1) 


ÿ et (2) z par iz, on trouve 
SUIS ne 
$ S coSz=— (e!' He”) = ch iz, (1) 
Ÿ 
1 i sin Z =+ (e— et) = sh iz, (2) 
z 
0 En remplaçant encore une fois iz par z, 
on trouve 

ch z = cos (—iz) = cos iz, (3) 
sh z = isin (—iz) = —{ sin iz. (4) 


Ainsi, les fonctions irigonométriques se 

Fig. 8.1. déduisent des fonctions hyperboliques en 

remplaçant la variable z par iz (au facteur 

i devant sinz près). Géométriquement, la multiplication de la 

variable par { correspond à la rotation de 90° dans le plan (5.72). 
Signalons spécialement les formules (x et y sont réels) 


sin (z + {y) = sin z-cos iy + cos z-sin iy = 

= sin z-ch y + { cos z-sh y, (5) 
cos (z + iy}) = cos z-cos iy — sin z-sin iy — 

= cos z°chy — i sin z-sh y. (6) 


Ces formules se déduisent de (1} et (2) et de 8.67 (1) et (2). 
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B.74. Nous avons encore: 


ch? z — sh z = cos? (iz) + sin (iz) = 1; (1) 
ch (z, + 2) = cos L (2, + 22) = cos iz, cos {z2 — 
—sin iz, sin éz, = ch Z ch 22 + sh z 9h 2; (2} 


sh (a +2) = —isini(z + 2.) = 
ex —i [sin {z, cos iz, + cos iz, sin izo) = 


= shz, ch2za + chz, sh 22. (3) 

En particulier, 
ch 2z = ch? z + sh°z, (4) 
sh 2z = 2sh2zchz. (5) 


Ensuite, pour zx et y réels, 
sh (z + iy) = shzchiy + chzshiy = 


= sh zcos y + ichzsiny, (6) 
ch(z+iy) = chzchiy + shzsh iy = 
= ch x cos y + i sh x sin y. (7) 


8.75. Signalons, enfin, les formules de dérivation pour x réels: 
(ch x} — _ (“+e*) — F5 ("—e"*")=sh2z, 
(sh x)’ =+ (e*—e"*) — + (e*+e")=chx. 


Nous voyons que, sous certains rapports, les fonctions hyperboli- 
ques sont plus simples que les fonctions trigonométriques. Le terme 
« fonctions hyperboliques » tient à ce que la courhe dans Le plan (z, y), 
dont la représentation paramétrique est 


z= cht, y=sht, 


est l'hyperbole 2? — y = 1. Pour les fonctions trigonométriques, 
la courbe correspondante 


Z == COS{, y=sint 


est la circonférence 2? + y? = 14, c'est pourquoi les fonctions trigo- 
nométriques sont également appelées fonctions circulaires. 


Exercices 


1. Montrer que la fonction e!/*? possède sur l'intervalle [—a, a] les déri- 
vées de tous lies ordres, mais ne peut Btre représentée par une série de Taylor sui- 
vant les puissances de z. 
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2. Montrer que la fonction y = z!" sin + possède, pour z—0, les dérivées 


successives, y compris la n-ième, mais que y"+1» (0) n'existe pas. 

3. Démontrer que si toutes les racines d'un polynôme P (z) sont réelles, 
alors L en esl de méme de toules les racines des polynômes P’ (x), P° (x), ... 
vo, PA (z), 

4. Sup LL que / (zx) soit bornée et possède les dérivées f” (x) et f° (x) coa- 
linues el bornées sur (— , æ). Soit ( = 0,1, 2) M,y= sup I|fÂ(z)1. 

CRC 


Montrer que 
ME < 2MoMi. 
5. Montrer que la dérivée seconde f” (a ee elle existe) peut être obtenue par 
8 


un passage à la limite à partir des valeurs a fonclion f (x) en trois points voi- 
sins, notamment : 


pain LOHE+DE EE | 
h—0 


Ecrire la formule analogue pour f(n» (z). 

6. Si une fonction f (x) convexe vers le bas (chapitre 7, exercice 7) a la déri- 
vée seconde pour x = z9, alors f” (z5) > 0. 

7. Si l'iaégalité /° (x) => 0 est satisfaile partout sur [a, b], alors la courbe 
y = f (zx) est convexe vers 16 bas sur {a, b]. 

8. Démontrer que le fonction &# = sin £ n’a pas de racines dans le plan com- 
plexe autres que le racines réelles 0, +n, --2n, . .. 

9. Démontrer que In fonction w = sin z esl minorée en module par une 
constante posilive eur l’ensemble des points de toutes les circonférences 


11=(r+5) n, n—=0, 1, 2, ..…. 


10. (8) Evaluer l'erreur que l’on commet en remplaçant la fonction ex dans 
l'intervalle |0, 1] par SOA porrrine de Taylor du 10-ième degré. (b) Dans quel 
intervalle |0, h] le polynôme de Taylor du 10-ième degré pour la fonction ex 
donne la valeyr de cette fonction à 10-7 près? (ec) Quel doit être le degré du poly 
nôme de Taylor de la fonction e* pour qu’il permette de le calculer sur l'interva 
lo ]0, 1] à 10-7 près? 

11. Dans un intervalle (a, b) contenant un point xo, la fonction f (4) possè- 
de les dérivées successives, y compris la n-ième, et eu point x, ln dérivée d'ordre 
n + 1. On sait que f” (xo) =... = f (9) (xo) = 0, fin+l) (x9) 6 0. Décrire la 
position de la courbe y — f (x) par rapport à Sa tangents au point r, pour cha- 
cune des hypothèses suivantes: 


(a) f6n#b (29) > 0, n pair; 
(b} fin#l (29) > 0, n impair ; 
(c) ffn# (20) € 0, n pair; 
(d) fntb (zo) < 0, » impair. 
12. Si une fonction f (x), au voisinage d'un point a, admet la représentation 
f(a+Rh) = f(a) + Ah + 0 (h}), 


alors f”(a) existe et vaut À (7.21). Supposons que la fonction f (x), au voisinage 
du point a, admette la représentation 


fla+h)=f (a) + f' (a) ++ BRE 4 0 (h3). 
Est-ce que f” (a) existe? 
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18. Démontrer l'inégalité 
A 


4 
à TT: 


=0 


1 
IT < 
n 
14. En partant du fait que nl > J est un nombre entier démontrer 
m0 


h 
que e est irrationnel. 
15. Le résultat de l'exercice 12 chap. 6 Lomhe en défaut sans l'hypothèse 


que loue les w, sont de même signe. Montrer que. pour &@ye(—1)À FF: 


le produit Il (+ wx) diverge. bien que la série > &n converge. Mon- 
hf han! 


trer que pour ma=e VR._1 on a in siluolion inverse. 

16. Montrer que, pour —?2n <z<2n, n=1,2,...,z%#0,on a Îles 
tnégalités 

z2 zt rên-? z? zt zên 

CAT Gen MES AT En: 

17. En se servant des inégalités de l'exercice 16 pour n = 1, établir les éva- 
luetions suivantes pour le nombre n: 

3,11 << nr < 9,18. 


1 


Historique 


Les dérivées d'ordre supérieur apparaissent en mûme temps que toul l’appa- 
reil du calcul différentiel et sont systématiquement appliquées par Newton et 
Leibniz (fin du XVII siècle) à des problèmes de géométrie, mécanique et phy- 
sique. En ce qui concerne les applications aux problèmes mécaniques, l'inter- 
prélation selon laquelle l'accélération d’un mouvement est la dérivée seconde du 
chemin parcouru par rapport au Lemps est essentielle; la loi fondamentale de la 
mécanique (deuxieme loi de Newton) lie la force qui egit sur un corps avec l'accé- 
lération et la masse du corps. 

Les séries pour des fonctions élémentaires sont éludiées par Newton et Ja- 
mes Gregory dée les ennées 1860. Au siècle suivant, Euler les prolonge dans lo 
domaine complexe. L'œuvre de Taylor dans laquelle fait son apparition 
la « série de Taylor s se rapporte à 1715 ; d'ailleurs, Newton el Leibniz ont déjà 
réalisé les constructions équivalentes. Durant tout le XVIII siècle, les mathé- 
maticiens affirment ou sous-entendent que « toute fonction + 8e développe en sa 
sérle de Taylor : Cauchy est le premier à étabiir les conditions rigoureuses de con- 
vergence d une série de Taylor vers une fonction donnée et à laire upe nelte dis- 
tinction entre ln convergence de cette série et sa convergence vers la fonction 
donnée (1823). 


CHAPITRE 9 


Intégrale de Riemann 


L'aire d’une courbe est une quantité 
qui se produit sans cesse el e’augmente 

‘une fluxion continue, proportionnelle à 
l'ordonnée de la courbe. 


Isaac Newton (1671) 


L'aire eu-dessous d'une courbe est 
mesurée par l'ordounée de la quadratrice 
qui est la courbe dont le coefficient angu- 
laire est l’ordonnée de la courbe donnée. 


Leibniz (1803) 


$ 9.1. Définition de l'intégrale et théorèmes d'existence 


Tout comme la dérivée, l'intégrale est une des plus importantes 
notions de l'analyse mathématique classique. 


9.11. Partition à points marqués. Si l’on a, 
sur un intervalle & < x  b, un système de points xs, zy, - . -, Zn 
tel que 

GA = TZ DSK. LSEn = b, 
alors on dit qu'il définit une partition de l'intervalle a, b] en inter- 
valles (z,. z:,,l: les points xs, x,. . .., x, s'appellent poinis de 


division de l'intervalle le, b]. Si, de plus, on choisit, dans tout inter- 
valle [x,, xz,,,l, un point E, 


Zn SE Kran (K =0,1,...,n —1), 


alors on dit qu'une partition à points marqués En Es - - +, En-s 
est donnée. Une partition est désignée par la lettre II ou, sous une 
forme plus développée, 


Dale = r<b<n <<<... < 
< Tn=1 < En-1 < Tn + b). (1) 


Désignons la différence z,,, — z, par Az,. Le nombre d (II) = 
= max Az, s'appelle paramètre de la partition I]. 
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9.12. Somme intégrale. Soit une fonction (finie) y == 
— f(z) donnée sur un intervalle [a, b}. Une partition (1} étant 
donnée, on peut former la « sommeintégrale », c’est-à-dire le nombre 


n— 1 
Sn (= 2 / (Ex) Az. 


9.13. Intégrale. Un nombre 7 s'appelle intégrale (de Rie- 
mann) d'une fonction f (x) sur un intervalle fermé la, b] si, pour tout 
e > 0, il existe un 6 > 0 tel que, quelle que soit une partition I 
avec d(Il) << 6, l'intégalité 


[l—Sn(nl<e (1) 
a lieu. 


Cette définition peut être considérée à la lumière de la définition 
générale d'une limite que l'on a donnée dans 4.12. Notamment, nous 
considérons l’ensemble Æ£ ayant pour éléments les partitions Il 
à points marqués. Pour un p => 0 donné, désignons par E, la partie 
de Æ formée de toutes les portltions IT pour lesquelles d (IT) << p. 
Il est évident que deux ensembles quelconques E,, et E,, sont 
inclus l'un dans l’autre et que l'intersection de tous les £, est vide. 
Les ensembles Æ, définissent donc une direction S sur l’ensemble £ 
dont on peut se servir afin de parler de la limite d'une fonction 
donnée sur Æ. Notamment, la définition 4.12 appliquée au cas en 
question est formulée comme suit: 

Un nombre I est la limite de la fonction S (1) donnée sur l’ensemble 
des partitions I] à points marqués suivant la direction S si, pour tout 
e >> 0, il existe un Ô => 0 tel que d (I) <6 implique l'inégalité 


J1— S()I<e. (2) 


Une limite suivant la direction mentionnée S sur l’ensemble de 
toutes les partitions à points marqués sera aussi appelée Limite pour 
un morcellement illimité de la partition. 

Nous voyons maintenant que lorsque la fonction S (II) est cons- 
truite d’après la fonction j (x) de la manière indiquée dans 9.12, 
alors l'existence de la limite de S (T1) suivant S, c'est-à-dire pour un 
morcellement illimité de la partition I], est équivalente à l'existence 


de l'intégrale de la fonction f (x). L'intégrale est désignée par lo 
symbole 


b 
f (a) dz (3) 


qui ressemble à la somme intégrale initiale. Cependant, si le symbole 
de la somme intégrale renseigne sur les opérations qu'il faut effectuer 
pour la trouver, celui de l’intégrale représente, pour le moment, 
un tout « indécomposable », de sorte qu'il ne s’agit pas de multiplier 
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{ (x) par dx, puis « d'intégrer ». La raison pour laquelle on adopte ce 
b 
symbole (et non pas f (x), par exemple) sera mise en évidence dans 


la suite *). Or, il est évident que la désignation de la variable indé- 
pendante n'a aucune importance pour la valeur de l'intégrale, de 
sorte que, par exemple, 


b b b 
POLATICL ER EOLERS 


Les nonbres & et b s'appellent limites d'intégration ; a est la limite 
inférieure et b la limite supérieure. 

Pour une fonction f (x), son intégrale n'existe pas forcément. Nous 
démontrerons plus bas (9.14 ei 9.16) que toute fonction continue 
et certaines fonctions discontinues mais assez simples possèdent 
les intégroles; au contraire, des fonctions «très discontinues » 
(comme, par exemple, la fonction de Dirichlet (9.17)) n'ont pas 
d’intégrale. Une fonction f (x) définie sur (a, b] et dont l'intégrale 
sur [a, b] existe est dite intégrable sur [a, b]. 


9.14. A présent, nous allons démontrer l'existence de l'intégrale 

d’une fonction y = f (x) continue sur un intervalle fermé ([e, bl. 

a. Désignons par w; (6) l’oscillation de la fonction f(x) sur 

l'intervalle [a, bl: ©, (6) — sup : [f(z) — f(x”) |. Rappe- 
Lx |< 


lons (5.17.c) que, pour une fonction f (r) continue sur un interval- 
le (a, bl, on a toujours lim wy (6) = 0. 
0 


b. Nous dirons qu'une partition ['=lea=z SE < 7, < 


SE S...S<z2, — b] est suivante par rapport à une pariition 
I = le = DD << <... Zn = bl si chacun des points 
Zo - +. 2 figure parmi les points z,, . .., x, (de sorte que l’ensem- 
ble z,, ..., z, s'obtient en complétant l’ensemble xs, . .., 2 


par quelques nouveaux points de division}; on n'impose aucune 
condition aux points marqués Ë,, Ex. Etablissons maintenant deux 
lemmes simples. 


ce. Lemme. Si une partition I] satisfait à la condition d (NH) 6, 
alors, pour toute partition suivante Il’, on a: 


| Sn () — Sn (1 &7 (6) (b — a). (1) 


Démonstration. En passant de I] à Il’ tout intervalle 
[z,, Taw s'enrichit de nouveaux points de division et de nouveaux 


*) 4 J'avertis qu’on prenne garde de ne pas omettre dz... faute fréquemment 
commise, et qui empêche d'aller de l'avant, du fait qu'on ôte par 1à à ces indivi- 
sibles. comme ici dr, leur généralité... de lnqueile naissent d'innombrables 
transfigurations w#t équipollences do figures » (Leibniz, 1686). 
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points marqués, en modifiant un peu les désignations on peut les 
noter comme suit: 

Th = Th < Éx0 Tai < En: Lin... ER mp < Tam, = Th+1- 

La partie de la somme intégrale Sn qui correspond à l'inter- 


valle [zx, zns1l a la forme 2 1 (En) Aus (Aany = Zn. jai — Tu). 
7—= 
Le terme /(E:) Az. de la somme intégrale Sn peut être mis lui 


Pp— 
aussi sous la forme d'une somme >, f(E:) Azy. 


j=0 
Nous avons 


mMmn—{ Mn! Mat 
à f (Es) Azny — 2 f (Ex) Azuy = à LÉ (Bus) — 1 (Ex)] Azny, 
et, comme d(I)<< 6, 
Mai mp —1 
| à 1 (ny) Any — à 1) Azl< 
Mat 
< 2 | / (ns) —7 (Ba) | Axa <a (6) Axa. 


En sommant suivant l'indice k on obtient 
[22 251 us) Aus — 2 1 (Ex) Az | < es (8) (b— a), 
et le lemme est démontré. 


d. Lemme. Pour deux partitions (arbitraires) TN, et Il: avec 
d (NL) < 6, d (IT) <6, on a 


| Sn () — Suns (N 1 2wy (6) (b — a). (2) 


Pour le démontrer, construisons une nouvelle partition II, qui 
a pour points de division tous les points de division de I, et 11,, 
les points marqués étant choisis d'une façon quelconque. La parti- 
tion II, est suivante par rapport à Il, ainsi qu'à Il;:. D'après le 
lemme c, on a 
| Sn (1) — Sn () 1 < ©7 (6) (b— a), 
| Sne (/)— Suns ()1< 7 (8) (b— a), 
d'où (2). 
e. Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théorème 
fondamental. 
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Théorème. Zoute fonction f (x) définie et continue sur un 
intervalle fermé’ (a, b) est intégrable sur [a, b 


Démonstration. Etant donné le critère de Cauchy d'exis- 
tence d'une limite suivant une direction (4.19), il suffit de montrer 
que, pour tout e => 0, il existe un 6 => 0 tel que 


Sn, D—Sn Die 


si d(N,) <ô, d (I) < 6. 
La fonction f (x) étant continue sur [a, bl, on peut trouver, pour 


un e>0, un Ôô > 0 tel que w}, (6) < = Alors, quelles 


que soient deux partitions Il, et Il: avec d (11) < 6, l'inégalité 


| So (7) — Sn DI<2s— (b—a)=e 


a lieu d’après le lemme d. Le critère de Cauchy est donc satisfait, 
et le théorème sur l'existence de l'intégrale d'une fonction continue 
est démontré. 


9.15. Nous aurons également affaire aux intégrales des fonctions 
d'une classe plus vaste. Pour le moment, nous donnons quelques 
propriétés générales de l'intégrale dans la seule hypothèse qu'elle 
existe, sans nous servir de propriétés particulières des fonctions 
à intégrer. 

a. Si une fonction f (x) est intégrable sur un intervaile la, b], et 
si k est une constante, alors La fonction kf (x) est intégrable sur la, b|, et 


b b 
fxt(odr=k | f(x)dz. (4) 
a u 

En effet, pour toute partition I, 


n—i ni 
Sn (kf) = À kf (Es) Az; —k à 1 (Es) Az = KSn(f), 


le secoud membre ayant une limite pour un mortellement illimité 
b 
de Ja partition IT, qui vaut x Î { (x) dx ; il en résulte que le premier 


membre a la même limite, ce qui établit l’égalité (1). 

b. Si deux fonctions f (x) et g (x) sont intégrables sur un Inter- 
valle (a, b], alors La fonction j (x) + g (x) est elle aussi intégrable 
sur [a, b], et 

b b b 
fua+etmids= |1(@)dr+ ets. (2) 
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En effet, pour tout IT, on a: 
n—{ 


Sn (+8 = 25 1 (Ex) + & (Ex)] Aa = 


n—{ n—1 
= À 1 (b) An + 2 £ (x) Am = Sn (f) + Sn (g) : 


en passant à la limite pour un morcellement illimité de la parti- 
tion IT on établit l'existence de l'intégrale de La fonction f (x) + 
+ g (zx) ainsi que l'égalité (2). ‘ 

c. Toute fonction intégrable f (x) est bornée. 

Supposons qu'une fonction / (x) ne soit pas bornée sur [a, b]. 
Considérons une partition quelconque I ={a = zx <<... 
ee < Tnt LEn = b}. Dans l’un au moins des intervalles [x,, xz,,1l, 
la fonction / (x) n’est pas bornée non plus. Alors, en fixant les points 
marqués dans tous les autres intervalles et en falsant varier £,; dans 
l'intervalle où j (x) n’est pas bornée, on peut obtenir les valeurs de 
la somme intégrale aussi grandes (en module) que l'on veut. Les 
sommes 9.12 ne peuvent donc pas avoir une limite. 


d, Intégration d'inégalités. Si deux fonctions } (x) 
et g(zx) intégrables sur (a, b] vérifient l'inégalité 


1G)< & (&), 
alors 
b b 
fra dre | g(odz. (3) 


En effet, les sommes intégrales Sn (f) et Sn (g), pour une même 
partition IT, avec les mêmes points marqués E,, satisfont à l'inégalité 


Sn(f)= 2 1 (6) Az < À 8 (Es) Azs = Sn (g), 


d'où l’on obtient (3) en passant à la limite pour d (11) — O. 
e. En particulier, si une jonction j (x) intégrable sur un inter- 
valle (a, b] y est majorée par un nombre M, abors 
b b 


Î f{x)d2< | M dz = M (b— 0). (4) 


f. D'une manière analogue, si une fonction f (x) intégrable sur 
un intervalle (a, bl y est minorée par un nombre m, alors 


b 
m (b—a)< Î f(x) dx. (5) 
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g. En particulier, si la fonction ÿ (x) est non négative, on peut 
poser m = 0, et l'intégrale est elle aussi non négative. Si la fonc- 
tion ÿ (x) est non positive, on pose { = 0 dans (4), et l'intégrale est 
non positive. 

b. Pour une fonction f (x) bornée, 


m<f(i<M, 


on obtient l'estimation double de l'intégrale: 
b 
m(b—a)< Î f(z)dr< M(b—a). (6) 


La quantité 


ù 
1 
= | Î (x) dz 
s'appelle moyenne (intégrale) de la fonction f (x). Il résulte de (6) 
l inégalité double suivante pour la moyenne (« théorème de la 
moyenne »): 


1 


MT; 


d 

| f{dr<M. (7) 
Si la fonction f (x) est continue sur [a, b], alors, en choisissant 

pour m et M ses bornes inférieure et supérieure respectivement et 

en appliquant le théorème de Bolzano 5.22, nous concluons qu'il 

existe un point £ € la, b] tel que 


b 
5 j'd=1@®. 


Le nombre j (£} est la valeur moyenne de la fonction f (x) sur l'inter- 
valle (a, b]. 

1. Si les fonctions jf (x) et | f (x) | sont intégrables *}, alors en 
intégrant l'inégalite 


—|f@)I<1G@)<1/(4)1 
on trouve 
b b b 
— fi/aldre [rtar< |1f(ldz, 


d'où ; ; 
| fr dr|< | | { (x) dx. 


*) L'intégrabilité de la fonction f (x) implique, en réalité, celle de la fonc- 
Lion | f (z) | (Voir l'exercice 7). 


$ 9.1. DÉFINITION DE L'INTÉGRALE 263 


j. Si une fonction f (x) est intégrable sur chacun des intervalles 
(a, c] et [c, bl, alors elle l'est aussi sur l'intervalle (a, b], et 


(reaz= À rtode+ | star. (8) 


a c 


Pour le démontrer, choisissons une partition quelconque de 
l'intervalle (a, b]: : 


H=(a=m<n<... Lim SCS Emtt Se. LS Zn = b|), 
La somme intégrale correspondante, à points marqués E, (k = 


= 0,1, ..., n — 1}, se transforme de la façon suivante 
Sa (= D 1 (Ex) Ar = 
= _ 1 (Ex) Azn + f(Em) A tm +2. f (&) Ans = 
25 1 @ An + f (c)(c— 2m) + f (€) (Zm41—€) + 


ni 
+ Di (Ex) Aza + [f (En) —f (c)] Arm = 
Ram + 


= Sn (7) + Sns (7) + [f (Em) — f (c)] Azm, (8) 


Il, et IT; étant des partitions des intervalles [a, c] et {c, b] respective- 
ment. Lors d'un morcellement illimité de la partition II, les parti- 
tions Il, et Il, sont aussi morcelées d’une façon illimitée, et Île 
dernier terme dans (9) tend vers zéro (puisque la fonction inté- 
grable  (z) est bornée d'après c, et la longueur de l'intervalle Az,, 
tend vers zéro). Le second membre de (9) tend donc vers une limite 
qui vaut 


{ r(a)èr+ f f (x) dz. 


b 
Le premier membre de (9), à son tour, a | f(x) dx pour limite, 


d'où (8). 

k, Inversement, si une fonction f (x) est intégrable sur un Inter- 
valle (a, b], alors elle est intégrable sur chacun des intervalles (a, cl 
et [c, b], où a <c << b. Nous nous bornons à la démonstration pour 
le segment [a, cl; l’autre cas s'épuise d’une façon analogue. Toute 
partition 


N=la=n<h<n <<. .LKzm=d 
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de l'intervalle (a, c] peut être complétée de façon à obtenir une 
partition [l de l'intervalle [a, b]: 


Î=(a=re<hETLE< :..<EmEEm Em € + + LEn = D]. 
Pour une autre partition 
IH = Gmr<E<TZ <E <... < Zp =C), 
choisissons le même complément, de sorte que 


Tam cer... La En ES rmn se Zn = b]. 


Comme / (x) est intégrable sur (a, b], on peut trouver, pour tout 
e >> 0 donné, un 6 > 0 tel que 


| Si (À) — S-(f) | <e 


dès que d (I) <6, d (l') <6. Or, il est clair quo, dans le cas en 
question, on a 


ST () — Sn: () = Sn ) — Sn: (f), 
donc, quels que soient les II et Il’ avec d (11) < 6, 4 (I1') <6,0ona 
[Sn D) — Sn: (Y) | <e. 


De la sorte, le critère de Cauchy pour les sommes intégrales de la 
fonction f (r) sur l'intervalle {a, c] est satisfait relativement à la 
direction d (I) —+ 0. D'où l'intégrabilité de la fonction f (x) sur 
l'intervalle [a, c]. 

1. En appliquant plusieurs fois la proposition k et compte tenu 
de j, on aboutit au résultat suivant: 

Lorsqu'une fonction f (x) est intégrable sur un intervalle (a, b] 
et Que a = Ce LC LL... LCn = b, alors f (x) est intégrable sur 
chacun des intervalles (cn, cn), et 


b e1 cn 
freadz- [(dr+... Î f(x) dx. 
a Ca Cri 
m. Signalons, enfin, une estimation utile de la différence entre 
uno intégrale et sa somme intégrale. 
Si une fonction } (x) est intégrable sur La, bl et d (1) < 6, akrs 


| f f(x) dr —Sn(f)|<a; (6)-(b— a). 


Cette inégalité se déduit de l'inégalité 9.14 (1) par le passage à la 
limite pour d(Il') —+ 0. 


9.16. A présent, nous allons prouver l'existence de l'intégrale 
de certaines fonctions discontinues. Il est vrai que la classe des 
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fonctions discontinues que nous allons considérer n’est pas Vaste, 
mais elle est suffisante pour toutes les applications prochaines. 

a. Supposons qu'une fonction À (x) soit nulle pour a <z <b 
et prenne des valeurs quelconques À (a) et À (b). Montrons que À (x) 
est intégrable sur [a, bl et que 


fht)dr=0. (1) 


En cffet, la somme intégrale de Ja fonction À (x), pour toute I, 
so réduit à la forme 


k (Bo) AZ + k (En =1) Arn 1! 


où À (E,) est 0 ou À (a) et À (E,-:1) est 0 ou À (b). Lorsque d (II) —+ 0, 
cette expression tend, évidemment, vers zéro, ce que nous cherchions. 

b. Soit une fonction f (x) continue pour a < x  b. Supposons 
que /; (x) se confonde avec f (x) pour a << x << b et prenne des valeurs 
ie f1 (a) et f.(b). Alors la fonction /; (x) est intégrable 
sur {a, b], et 


b b 
Î fa (x) dr = f {(z) dx. (2) 
a a 

En effet, la fonction À (x) = f, (x) — f (x) vérifie les conditions 
de 2 : elle est donc intégrable, et l'égalité (1) a lieu. Par conséquent, 
en vertu de 9.15.b, la fonction /; (x) = f (x) + k (x) est intégrable 
elle aussi, et la relation (2) a lieu d'après 9.15.b et (1}, ce qu'il 
fallait démontrer. 

c. Une fonction f (x) est dite continue par morceaux sur un inter- 
valle (a, b] s'il existe unc partition 


a ZT LL... LT = b 


telle que f (x) soit continue dans tout intervalle ouvert x, 7 < 
<zn41 et possède des limitos finies f (xs + 0), f (z1 — 0), / (xs + 0), 
f(ze — 0}, ..., f (x, — 0) (ses valeurs aux points z, étant quel- 
conques). Montrons que foute fonction f (x) continue par morceaux 
sur un intervalle (a, b] est intégrable sur cet intervalle. 

Désignons par f, (zx) la fonction qui est définie sur l'intervalle 
fermé 2, < zx K TZnss, Se confond à son intérieur avec la fonction 
1 (x) et prend à ses extrémités les valeurs f (x, + 0) et f (zx, — 0) 
respectivement. La fonction /, (z) est continue sur (x,,z,,.l; en 
vertu de b, la fonction / (x) est intégrable sur [z,, z441) et, do plus, 


The! Thk+1 


f f(z)dr = | fa (x) dr. 
Th Th 
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En appliquant 9.15.j, on voit que la fonction f (x) est intégrable 
sur tout l'intervalle [a, b], ce qu'il fallait démontrer. 
D'après 9.15.1, on a encore 


b n=1 The! n—1%hs1! 
fred= D (tdr- D [tds 
a hk=0 Xh h=0 x} 


de sorte que le calcul de l'intégrale d'une fonction continue par 
morceaux se réduit au calcul des intégrales de fonctions continues. 
d. En particulier, toute fonction en escalier 


ko = const, pour a—= m<r<z, 
k (x) = hk, = const, pour z, << 7 < z2, 


hh-1 = const, pour Zn LT << En = D 


est intégrable, et son intégrale vaut 


b n—{1Th+! n—1  Th4+1: n—1 
| h(x)de= Â h(z)dr= Dh | dz= D) ha (ras —2n). 
a k=0 x, hum 0 Æh hm0 


Il en résulte, entre autres, que la somme intégrale Sh (f) (9.12) 
de toute fonction f (r) est l'intégrale d'une fonction en escalier 
hkn (x), notamment de celle qui prend, dans un intervalle z, <<x << 
<Znyw, la valeur constante À, — jf (E,). 


e. Théorème. Supposons que g (x) >0 soit une jonction 
continue par morceaur et que 
b 
| g(z)dr =0. (3) 


a 


Alors g(x) ne peut être non nulle que sur un ensemble fini de 
points. 


Démonstration. Soit d’abord g (x) continue; montrons 
que, dans ce cas, (3) implique g (x) = 0. En effet, si g (x) = 0, 
alors il existe un point c, a Sc & b, tel que g (c) > 0 et, par con- 
séquent, en vertu de la continuité de la fonction g (x), il existe 
tout un intervalle &« < z < BP dans lequel g(r) > go > 0. On a 


b B B 

fetdr= (etre | gtdr> (e()dr>(B—0)e> 0, 
us : za. 1) e 

ce qui contredit (3). Ainsi, (3) implique g (x) == 0. 
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Soient maintenant g (x) une fonction continue par morceaux et 
Co = a LCy LL... Lcp = b ses points de discontinuité. Alors, 
d'après c, on a 


b Pl Che) 
f g(s)dr= | g(z)dr =0, 
a h=0 c} 


d'où, chaque terme étant non négatif, 


SRæt 
J'etw)dr=0 (k=0,..., p—1). 
Ch 


La fonction g (x) est continue à l’intérieur d’un intervalle [c,, cl, 
donc g (z) = 0 en tout point intérieur de cet intervalle. L'inégalité 
g (x) > 0 n’est possible qu'aux points co, . .., c, dont le nombre 
est fini. Le théorème est démontré. 


9.17. Nous avons établi l'intégrabilité d’une fonction continue 
par morceaux; une {elle fonction n’a qu'un nombre fini de points 
de discontinuité *). Que peut-on dire sur l’intégrabilité d'une fonc- 
tion possédant un nombre infini de points de discontinuité? Considé- 
rons la fonction de Dirichlet 4 (r) qui vaut O en tout point irrationnel 
et 1 en tout point ratlonnel de l'intervalle (0, 1]. Pour toute Il, 
si les points E, sont rationnels, on obtiendra la somme intégrale 


5, % (Ex) Az, qui vaut 1; et si les points E, sont irrationnels (pour 
la même Il), la somme intégrale $ 4 (E6,) Az, vaudra 0. Donc, 


pour la fonction de Dirichlet, il n'existe pas de limite des sommes 
intégrales pour un morcellement illimité de (0, 1], elle n’est donc 
pas intégrable. 

Ainsi, la frontière qui sépare les fonctions intégrables et non 
intégrables passe quelque part dans le domaine des fonctions dont 
les points de discontinuité sont en nombre infini. [l existe un théorème 
qui dit qu’une fonction / (x) est intégrable au sens de Riemann si, 
et seulement si, l'ensemble de tous ses points de discontinuité peut 
être recouvert par une famille finie ou dénombrable d’intervalles 
dont la sonime des longueurs est inférieure à e, quel que soit e > 0 
(exercice 9). Cependant, pour intégrer des fonctions discontinues, 
il vaut mieux utiliser un autre schéma d'intégration, plus général 
que celui de Riemann, à savoir l'intégrale de Lebesgue (14). 


._*) On peut démontrer que loute fonclion bornée avec des points de discon- 
linuilé en nombre fini cot intégrable. Voir l'exercice 9. 
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9.18. Intégrale de b à a, où a< b. Soit f (x) inté- 
grable sur ar < b. On pose, per définition : 
b 


{rade f(x) dz. (1) 


Ceci fait, la formule 
Y B ? 
Loue Msne (2) 
2 œ 
devient valable quels que soient &, f, y € {a, b], la position relative 
des points &, f, y sur l'intervalle [a, n étant quelconque. En cffet, 
pour &æ <<f << y, la formule a été démontrée dans 9.15.j. Considé- 


rons une autre position des points &, B, y, par exemple y <$ <a. 
Alors on sait que 


œ B a 
| f(z)dz = J f(x) dr+ f (x) dz. 
Ensuite, en appliquent. (1) on Fo 


Se ones Cou Las 


= Î f(a)dz+ | TOLE 
2 
ce qu'il nous fallait ; pour toute autre position de &, B, y,le raisonne- 


ment est analogue. 
Signalons une relation qui découle immédiatement de (1): 


a b b 
proue froust fou © 


En appliquant au second membre de (3) l'estimation 9.15 (7) on a: 


inf f (x) = =m< 5 [ra sup 1 
de sorte que, pour l'estimation de la moyenne, il est sans importance 
si a <b ou bien b <a. 
$ 9.2. À quoi sert l’Intégrale ? 
Nous donnons dans 9.21 et 9.28 deux exemples géométriques 


d'application de la notion d’intégrale . Pa nu mathématique 
en remettant un exposé détaillé au $ 9 
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9.21. Aire d'un trapèze curviligne. La notion 
d'aire pour des figures géométriques simples, par exemple limitées 
par des segments de droite, est connue de la géométrie élémentaire. 
Mais qu'est-ce que l'« aire » d'une figure limitée par des lignes autres 
que segments de droite? La géométrie élémentaire ne nous en dit 
rien *). 

Il est naturel de partir de l'hypothèse axiomatique suivante: 
l'aire d’une figure ®D est un nombre qui n'est pas plus grand que l'aire S 
de toute figure élémentaire (par exemple, composée de polygones) con- 
tenant D, ni plus petit que l'aire s de toute figure élémentaire contenue 
dans O (fig. 9.1). 

Comme s < S (d’après les théorèmes de la géométrie élémentai- 
re}, on a (1.62.b): 

sups<inf$, 


où la borne supérieure dans le premier membre s'obtient en par- 
courant toutes les figures élémentaires incluses dans D et la borne 
inférieure du second en parcourant toutes 

les figures élémentaires contenant D. Si sup s = : « 

— inf S, alors la seule valeur possible de s 
l'aire de la figure D est la valeur commune 

de sup set inf S. Appliquons cette considéra- 

tion d'ordre général au cas d’un trapèze curvi- 

ligne, c'est-à-dire d'une figure qui est limi- 

tée eu bas par un segment [a, b] de l’axe des Fig. 9.1. 

z, en haut par le graphique d’une fonction 

continue y = f (z) > 0, à gauche et à droite par les ordonnées de ce 
graphique pour x = a et z = b respectivement. Considérons une 
partition MN ={a = 2 < 0 <<... 7, = b] et choislssons 
le point Ex E [zs, zn,s1] de manière que la fonction / (x) y prenne 
sa valeur maximale (sur [z,,z,,1]) que nous désignons par W.;. 
La somme intégrale correspondante 


n- 1 


Sn(f) = > MrAzs 


peut être interprétée comme aire de la figure élémentaire formée 
par les rectangles exinscrits et contenant la figure O (fig. 9.2). 
Si l'on choisit le point E, € [z,, Zznss] de manière que la fonction 
{ (x) y prenne sa valeur minimale (sur (z,, z,41]) que nous désignon 
par mA, alors la somme intégrale correspondante 


n—1 
Sa (f) "= 2 maÂZ» 


*) L'aire du cerclo ne compte pas, puisqu'elle est calculée par des moyens 
non élémentaires (emplol de ÎImites). 
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peut être interprétée comme aire de la figure éléinentaire formée par 
les rectangles inscrits et contenue dans la figure (fig. 9.3). Donc, 
tout nombre $ qui pourrait prétendre être l'« aire de le figure Do 
devrait bien, conformément à l'hyputhèse, satisfaire à l'inégalité 


Sn (ES <Fn(f). 


Or, si la fonction f (x) possède l'intégrale (ce qui est démontré, 
pour une fonction continue, dans 9.14), alofs, pour un morcellement 


Z L 
& Tx Tue 8 & Ty Test D 


Fig. 9.2. Fig. 9.3. 


illimité do la partition I, 1ss sommes Sn (f) et Sn (f) ont une limite 


commune 7: ainsi, nous arrivons à la seule définition possible de 
l'aire de la figure D: 


b 
S=1=— | f(x)dr. 


9.22. Pour achever la construclion, ii faudrait étabiir que notre définition 
de l'aire d'un trapèze curviligne satisfait à l'hypothèse axiomatique formulée 
plus haut pour n'importe quelle figure éiémentaire el non pas seulemont pour 
celles qui figuralent dans la définition. On peut ie faire, mais la démonstration 
est laborieuse et, de pius, le raisonnement n'est qu'un cas particuifer des cons- 
tructions générales de la théorie de la mesure d'aires et de volumes. Puisque nous 
n'en aurons besoin dans io présent iivre, nous nous bornerans à un aperçu de cetto 
théorie en renvoyant ie lecteur pour les détaiis à fa iittérature *). 


9.23. Pour commencer, donnons ia définition do l’intégraie de Riemeun 
sur un compact métrique. Soit À un compact (3.91). Apypeions cellules certains 
sous-ensembies du compact X; nous supposons que les propriétés suivantes 
soient valsbies: 

1} ie compact X lul-même et son sous-ensembie vide sont des celiuics: 

2} i’intersection de deux celiuies est une celiule: 

3) si une celiule À est contenue dans une celiuie 8, alors B peut être re- 
présentée comme réunion de cellules disjointes dont À; 

4) pour tout 6 => 0, il existe une partition du compact À en un nombre 
fini 2 ceiluies disjointes deux à deux dont les diamètres (3.12.8) ne dépassent 
pos L 1 

Supposons ensuite qu'à toute ceiluie @ il corresponde un nombre non néga- 
(if 4Q aprelé mesure de la cellule Q, de gorto que cheque fois qu'une cellule @ 


*) Voir, par exemple, (9] et (12]. 
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est rénnion des celiuies disjolntes @, . .., @, ia condition d'additivité: 
mQ = mQi + ._.. + mOn (1) 
soit remplie. 


Dans le suite, un compact muni d'un système de ceilules et d'une mesure 
sera appelé compact chargé. On peut étabiir sur un compact chargé un schéma 
d'intégration anôiogue au schéma do i’intégraie de Riemann sur un intervalle 
fermé que l'on a décrit dans & 9.1. 

Soit une fonction f (x) définie sur un compact chargé X. Considérons une par- 
tition II du compact A en un nombre fini de ceijuies disjointes @, . . ., Qp- 
Désignons par d (1) le plue grand des diamètres des cellules Qi, . . «, Q,: Choisis- 
sons, dans toute Ceilule Q,, un point quelconque Ë, et écrlvons ia samme intégrale 

D 


Sn o= à f En mQ. (2) 


Un nombre 7} s’apptlie intégrale de Riemann de la fonction f (x) sur le com- 
pact chargé K si, pour tout € => Ô, il existe un Ô => 0 tel que, quelle que svit une 
partilion I avec d (Il) < 6, on alt l'inégalité 


11f—-Sn(11<e. 


En d'autres termes, l’intégrale de Riemann de la fonction f (z} est la limite 
des sommes intégrales (2 pour un morcellement iliimité de ia partition II. Cet- 
te définition rentre dans le echéma général de limite suivant une direction, com- 
me c'était le cas pour un intervalle fermé (9.13). On peut démontrer, de même 
que dans 9.14 pour le cas d'intervalle fermé, que foute fonction [ (x) continue est 
intégrable sur un compact chargé K. 


9,24, Exemples, 

a. Soit À un intervalle la, b] muni de sa métrique usuello. Appelons cellules 
tous les intervalles a <r <Ba<r<pa<r<fa<r</fp,oùa<$; 
la longueur de chaque intervalle sera la mesure de la cellule correspandante. 


Nous revenons alors à la définition usuelie de i'intégrale de Riemann sur i’In- 
tervalle fermé (9.13). 


b. Solt Æ un pavé dans l’espace n-dimensionnel défini par ies Inégalltés 
ai < 71 < bu ss, 4h < Zn < bn, 


et muni de la métrique usuelle de l'espace euclidien (3.14), A ppelans colluies las 

sous-pavés Q@ du pavé Æ définis per les inégalités << z1 < Pis - -., an 

< 2zn < B, ou blen per les inégalilés qui s’en obtiennent en rempiaçoant n Impor- 

te quels < par <<, Appelons mesure d'un pavé Q son volume, c'est-à-dire le 
ñn 


nombre [[ (B,—æ,) il est alsé do voir que toutes les conditions imposées à un 
h 


système de cellules et à leur mesure sont satisfaites. L'intégrale ainsi obtenuo 
3 appelle intégrale de Riemann sur un pavé K n-dimensionnel. 


9,25, Nous dirons qu’une partie Z d'un compact chargé X a la mesure (jor- 
danlenne) nulle si, quel que soit e => 0, elle peut être recouverte par un nombre 
[| 


fini de cellules @,, . .., Q, avec » mQ, << e et si, de plus, tout point r € Z est 
}—=1 
un point intérieur (3.21) de l'ensemble Ü Q,. Le théorèmo suivant (qui est une 


j 
générallsation du théorème sur l’intégrabllité d'une fonction continue par mor- 
ceaux 9,16} a lieu: toute fonction f (x) bornée sur un compact chargé K et continue 
partout sauf sur un ensemble de mesure nulle est intégrable. 
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9.26. À tout ensemble E © K falsons correspondre sa {onction caractérlati- 
que Xe (zx) qui vaut 1 sur E et 0 allleurs, Nous dirons que l'ensemble £ possàie 
un volume (mesure) sl la fonction y£ (x) est intégrable auquel cas le nombre 
mE = 18 Sera appelé colume (mesure de Jordan) de l'ensemble E. Pour tout en- 
semble dé mesure nulle, son volume est nul. 1} résulte des propriétés fondamen- 
tales de |'Interae que E, © E implique m£, <& m£2 (ei ces voiumes existent) 
et que, étsnt donnée uno partition d’un ensemble £ possédant un volume on en- 
sembles E,, ..., E, ayant aussi le volumo, m£ = mE; +...+mE, (addi- 
tivité du volume). 

Quels sont donc les ensembles £ & K possédant un volume? La question 
de l'existence du volume d’un ensemble E est tranchée en étudiant les propriétés 
de Sa frontière, On appelle frontière d'un ensemble E l'onsemble des points x € K 
qui sont polnts limites pour Æ et pour son complémentairo à la fois (1.8. dont tout 
volsinage contient des polnts de E et ceux de À — E). Le théorème suivant a 
lieu: un ensemble E © K a un volume si, et seulement si, la mesure de sa frontière 
est nulle, Dans la suite, de tels ensembles seront appelés ensembles jordantens, 
En Particulier pour toute cellule jordanlenne, son voiume est sa mesure ini- 
tiale. 

Pour les enembles jordaniens, la propriété d'additivité du volume peut 
être renforcée de la façon suivante : si un ensemble jordanten E est la réunion d'un 
nombre finit d'ensembles jordantens E1, . .., E, qui n'ont, deux à deux, aucun 
point intérieur commun, alors mE = mE) +...+mE,. 


9.27. Pour un pavé n-dimensionnel (9.24.b), on peut indiquer une classe 
simple mais assez riche de sous-ensembles jordaniens. Notamment, tout ensem- 
ra rné dont la frontière est une réunion finie de surfuces d'équations de le 
or me 

Ty = y (Zi. sos Ljnis Tj+hs +5 Zn}r 


où , et une fonction continue (du polnt (x, - «., Zj-s, Æy+u, + - +, Zn) par 
courant un domaine dans l'espace (n — 1)-dimensionnel), est bien jordanien. 
En particulier, tout pornos (onsemble limité par 
un nombre fini de plans) est un ensemble 
jordanlen. 
Comme nous l'avons déjà dit dans 3.16.c, 
deux ensembles G et F dans l’espace euclidien n- 
dImensionnel À, sont dits nd rte égaux 
s’il existe une transformation isométrlique de l'es- 
pace À, dans lul-même qui transforme l’ensemble F 
en l'onsemble G. On démontre que les ensembles 
jordaniens géométriquement égaux ont leo volumes 
égaur. Ceci a lieu, en particulier, lorsque G s’ob- 
tient de F par une translation (3.15.b), une symé- 
trio par rapport à un plan quelconque (3.15.n), 
Figure partagée une rotation (5.75). Ensuite, si un ensemble Jor- 
en 4 frapèzes curvilignes dantien G s'obtient d'un ensemble fordanien F par una 
dilatation de rapport À sulvant une direction (2.67), 
Fig. 9.4 alors mGw= ÀmF, Si un ensemble jordanion G 
Rue s'obtient d'un ensemble jordanien F par une 
dilatation do rapport À, le A des z,, une 
dilatation de rapport À Île long de l'axe des z2, . . ., une dilatation de rapport 
À, lo long de l'axe des x, alors mG = À, ...4,:mF. Enfin, si Gs'obtient de F 
par une homoihélie de rapport À, alors mG = ÀAnmF, 

Dans le plan (n = 2), la figure décrite dans 9.21. i.e. le trapèze curviligne 
limité per les que zæa,z=b,y=/f(z) > 0, est un ensemble jordanien 
à condition quo la fonction f (r) solt continue, et, d'après le théorème généra 
9.26, elle possède un volume (que l'on dolt, naturellement, appeler aire, pour 
n = 2). En vertu des propriétés du volume sigualées dans 9,26, il est compris 
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entre les volumes des figurs élémentaires décrites dans 9.21, donc égal à l'ex- 
pression que l'on y a donnée, c'est-à-dire à l'intégrale de Riomann do la fonc- 
tion f(z) sur l'intervalle [a, b]. 

eci dit, l'aire d'uno figure composée d'un nombre fin de trapèzes 
curvilignes (ou bien do figures géométriquement égales à do 1els trapèzos) 
(fig. 9.4) pout être elle aussi exprimée par des Intégroies de Riemann. 

Ainsi, la théorie de la mesure d'aires dans le plan se réduit das une grando 
mesure au calcul d'intégrales de Riemann. Cependant, ce n'est pes à toutes les 
questions naturelles que cette théorie peut répondre : en particulier, ello ne ga- 
rantit l'existence du volume que pour une réunion finie d'ensembles possédant 
le volume, Une théorie plus générale, celle de Lebesgue, qui admet aussi bion 
les réunions dénombrables, est plus compliquée [14]. 


9.28. Longueur d'un arc de courbe. La notion de 
longueur d'un segment de droite et d'une ligne polygonale composée 
de segments nons est bien connuo 
de la géométrie élémentaire. La 
longueur d’un arc de circonférence 
y esi définie comme limite des lon- 
gueurs de lignes polygonales ins- 
criles et circonscrites. Sans insister 
sur la précision de cette définition, 
nous allons formuler directement 
une définition analogue pour un arc 
de courbe Z quelconque que nous Fig. 0.5. 
supposons donnée par une fonction 
y = f(x) sur un intervalle [a, b]. Soit une partition Il = [a = 
=20 So < A < f KL T2 < : ee < In S Ën-1 < In = b] dont 
les poinis Eo, : -., En. ne sont pas fixés pour le moment. Construisous 
une ligne polygonale Ln aux sommets (z,, yo), : . ., (Zn. Yn), où 
Yyn = f (zx). Cette ligne est inscrite dans la courbe Z (fig. 9.5). La 
longueur & (Lu) de la ligne Ln peut ôtre trouvée d’après la formule 
(AZy = Tue — Zn AYn = Yan — Ya): 


nf 
s(Ln)= 2 V'Azk + Avi. 
Supposons que la fonction f(x} ait la dérivée f' (x). 


Aiors, en appliquant le théorème de Lagrange 7.44, on peut choi- 
gr un point E, € (Zn, Zew) de façon à avoir 


VA a = p/ 1 + (M) a = VTT IT An. 


L'expression de la longueur de Zn se met alors sous la forme: 


Ù es 
s(Ln= 2 VT+ UE) Azn. (1) 


=0 


C'est la somme intégrale pour la fonction g (x) = V1 +[f (x) 
construite d’après la partition IT à points marqués E,, E 


18 Jak. 2285 


lo + ts en-1: 
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Si la fonction g (x) est intégrable, les sommes (1) tendent. pour un 
morcellement illimité de la partition Il, vers la limite 


b 
[VTT GP à ; 


nous aboutissons ainsi à la définition suivante de la longueur s(L) 
do i'arc ZL: : 
s(L)= | VIF EP à. 


9.29. Sur le plan de calculs numériques, ce qu'on a dit ici ne 
vaudrait pas grand-chose et ne serait pas loin d’une tautologie, 
si la définition directe donnée dans 9.13 était le seul moyen de cal- 
culer les intégralos. En réalité, il existe les moyens efficaces du 
calcul d'’intégrales qui sont exposés dans $6 9.4 et 9.5. 

Le $ 9.3 est d'un caractère préliminaire; les résultats qu'on 
y obtient sont, d'ailleurs, importants en eux-mêmes. 


$ 9.3. Intégrale comme fonction de sa limite supérieure 


9.31. Soit / (x) une fonction intégrable sur un intervalle [a, b]. 
L'intégrale 
<= 

F(z)= | f(é) dt 
(on a désigné la variable sous le signe somme par t afin d'éviter la 
confusion avec la limite supérieure z} est une fonction du nombre x 
qui peut prendre toutes les valeurs de a à b. Vu la majoration 

j: 


1FR—re)1=|( 1 a< sup 1/12, 
L | 


la fonction F (x) est continue. 
Essayons de trouver la dérivée de cette fonction en un point 
quelconque x = c. D'après la propriété 9.18 (2), nous avons 


retn=re Lt LT ouf po) mt To. cn 


a a c 


La valeur obtenue est la moyenne de la fonction / (x) sur l’inter- 


valle {c, c + k] *). Posons m, = inf f(x}, Ma = sup f(x); 
reéle, c+h] xEc. c+A]l 


*) Si À <0, on posa par définition [c, c+h] = {z:c+h <z< c}. 
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alors, d'après l'inégalité 9.15 (7) (voir aussi 9.18 (3)}, on a 
eh 


La 

Si la fonction / (x) est continue à droite en zx = c, alors, pour 
hk NX 0, les relations mA —+ f (c) et M, —- f (c) ont lieu. De la sorte, 
la limite de l'expression (1} existe et vaut f (c). Ceci veut dire que 
la fonction F (x) possède, au point + = c, uns dérivée à droite valant 
j (c). D'une façon analogue, si / (x) est continue à gauche pour z = c, 
l'expression (1} possède une limite / (c) pour k / 0. En particulier, 
en tout point z = c de continuité de la fonction f (x), La fonction F (x) 
possède une dérivée qui vaut f (c). Pour zx = a et z = b, la fonction 
F (x), en supposant toujours la continuité à droite ou à gauche 
respectivement de la fonction f (x) en ces points, y possède la dérivée 
à gauche pour x = b et la dérivée à droite pour z = a, qui sont 
respectivement f (b} et f (a). 


9.32. Calcul d'’intégrales à l’aide de fonc- 
tions primitives. Soit y = f(x) une fonction continue 
par morceaux sur un intervalle (a, b]. Toute fonction continue 
G (x) définie sur l’intervalle (a, b] et possédant, en tout point de 
continuité z de la fonction f (z}, une dérivée qui vaut / (x) est dite 
primitive de f (x) sur [a, b]. Ainsi, la fonction x" est une primitive 
de la fonction nz""1. Pour toute fonctlon f (z} continue par morceaux, 
nous avons construit une primitive dans 9.31: 


F(a)= | (er. 


a 

Si G (x) est une primitive de / (x}, toute fonction G, (x) = G (x) + C 
en est encore une; de la sorte, la fonction f (z} possède une infinité 
de primitives qui ne diffèrent l'une de l'autre que par une constante. 
Réciproquement, toute primitive H (x) de la fonction f (x) a La for- 
me G (x) + C, où G (x) est une primitive fire. En effet, en tout point 
de continuité de la fonction / (x}, nous avons (H (x) — G (x))' = 
= f(x) — f(x) = 0. Par conséquent, À (x) — G (x) est constant 
sur tout intervalle de continuité de f (z} (7.45.c); H (x) — G (x) 
étant continu sur tout {a, b] de même que H (x) et G (x), H (x) — G (x) 
est constant sur [a, b], 

Le fait signalé est à la base d’une méthode de calcul d’intégrales 
à l’aide de fonctions primitives. Supposons que l’on ait une primiti- 
ve G (x) de la fonction f (x); alors n’importe quelle autre primitive, 
en particulier F (x), diffère de G (x) d'une constante, de sorte que 


F(a)= | O4 =G(x)+0. (2) 


18° 
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Pour trouver la constante €, posons z=a; alors, évidemment, 
F(a)=0, donc C——G(a). En posant z=b dans (2) on trouve 


b 
À r0 dt =@ (b}—G (a). (3) 


Ainsi, pour calculer l'intégrale d'une fonction f (x) (continue par 
morceaux) sur un intervalle [a, b], il faut trouver une primitive quel- 
conque G (x) de La fonction f (x) et former la différence G (b) — G (a). 

La formule (3) obtenue en fait par Newton et Leibniz est l'une 
des plus importantes formules de l'analyse, qui lie le calcul diffé- 


y rentiel avec le calcul intégral. 
L'ensemble de toutes les fonctions primi- 
D C tives de f(x) forme l'intégrale indéfinie de 
la fonction f (x) et est désigné par 
[ 7 to) dz 


(sans indication de limtlies) ; au contraire, l'in- 
tégrale 9.13 est appelée intégrale définie. 

L'égalité (3) est encore notée comme 
suit : 


> 
œ 


TZ 


Froæ-cof "=: 


la notation dans les second et troisième 
membres indique qu'il faut poser z = b puis zx — a dans G (x) 
et retrancher ensuite le second nombre du premier. 
Ainsi, 


Fig. 9.6. 


bd 
n2"1 dr =" " = D". 


Ce résultat admet l'interprétation géométrique suivante: l'aire 
de la figure limitée par l’arc AC de la parabole du (n — 1}-ième 
degré y = z"”!, le segment AB de l’axe des abscisses 0 S zx < b 


et l’ordonnée BC au point zx = b fait L-ième de l'aire du rectangle 
ABCD (fig. 9.6). 


9.33. d et f comme opérations inverses. 


Soient f (x) une fonction définie et continue sur un intervalle [a, b] 
et F (x) une de ses primitives, de sorte que F” (x) = f (x). Considé- 


rons les expressions d Î 1 (x) dx et Î dF (x). 
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Selon la définition de l'intégrale indéfinie, on a 
d f(dr=dlF (+= (z)dz = j (x) dz. 


Aiusi, dans la combinaison d \, les symboles d et \ se réduisent. 
Or, d'après la définition de la différentielle et de l’intégrale indé- 
finie, on «a 


FACE fr (z)dr=F(r)+C. 


Ainsi, dans la combinaison \ d, les symboles \ et d se réduisent, 


>. 


mais l'on doit ajouter une constante à F (zx). 
9.34. Propriétés principales de l'intégra- 
le indéfinie. En appliquant l'opération | aux regles connues 


de dérivation 7.33-7.34 et en se servant du résultat 9.33, on peut 
obtenir les règles correspondantes pour l'intégrale indéfinie. Il s'agit 
des règles suivantes de dérivation: 


d'(ku) = k du (k constant); (1} 
d'(u + v) = du + dv; (2) 
d (uv) = u dv + v du. (3) 
Si u = u (f), alors 
dF (u) = F'(u) du = F' (u) u' (t) dt (4) 


(dérivation d'une fonction composée). 


9.35. En appliquant l'opération f à l'égalité 9.34 (1) lue de 
droite à gauche on trouve, pour # 0: 


[ x du = Î du) = hu +C= ku + Ci) = k | du. (4) 
9.36. En appliquant l'opération | à l'égalité 9.34 (2) on obtient 
[ (au + a) = fduw+wy=utu+c= au+( dv (1) 
9.37. En appliquent l'opération fa 9.34 (3) et en se servant 
dé 9.36 (1) on obtient 
[a dv +vdu)= [udv+[udu= (d(uv)=uv+c. 


Mise sous la forme 
Qu dv =uv— | v du, (1) 
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(C ost incluse dans la deuxième intégrale), cette égalité s'appelle 


= 


formule d'intégration par parties. Elle sert à trouver | u du, si 


( vdu est donné. 

9.38. La formule 9.34 (4) sera utilisée de la façon suivante. 
Soit u = u (t} une fonction à dérivée continue, définie sur un inter- 
valle &« St B à valeurs dans un intervalle À < u < B; soit 
ensuite / (u) une fonction continue, définie sur À < u < B. Consi- 
dérons deux intégrales indéfinies: 


F (u) = | f(u)du et G(t)= EICTO) u' (4) dt. 


La presnière est une fonction de «# définie sur [4, Z], la seconde une 
fonction de t définie sur [æ, B]. Montrons que, pour a <1< B, 
on à l'égalité 

Flu (]=G(H+cC. (1) 


11 suffit de montrer que les différentielles du premier et du deuxième 
membre sont identiques. D'après la formule 9.34 (4), on a: 


dF lu (#1 = F'(u)u’ (+) dt =} (u (t}}u’ (+) dt, 
et, d'après la définition de l'intégrale indéfinie: 
dG (t} = f{(u(t})u’ (?) dt. 


I1 en résulte l’égalité (1} qui permet de formuler la règle d'inté- 
gralion par changement de variable: dans une intégrale indéfinte 


f (u) du, on peut remplacer u par une fonction de t en remplaçant 


en inême temps du par u’ (t} dt d'après la règle de transformation des 
différentielles. En d'autres termes, Le propriété d'invariance d'une 
différentielle s'étend aux différentielles se trouvant suus le signe d'’in- 
tégrale indéfinlie. 

Par la suite, on appliquers ces règles à de nombreux exemples. 


9.39. Pour conclure co paragraphe, nous démontrerons une 
proposition simple mais importante qui est la réciproque du théo- 
rème 9.31 

Une fonction F (x} est dite lisse par morceaux sur un intervalle 
la, b} si elle est continue sur [a, b] et possède. partout sauf en un 
Sr de points, une dérivée qui est continue par morceaux 
sur [a, b]. 

En fait, nous avons établi dans 9.31 que l'intégrale 


F(a)= | f(0 dt 
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d’une fonction f (x) continne par morceaux est une fonction lisse 
par morceaux. Réciproquement, soient G(z) une fonction lisse 
par morceaux et f (z) sa dérivée continue par morceaux. Puisque 
G (x) est une primitive de f (x) (9.32), l'égalité 9.32 (2) a lieu: 
G(z)= Î f (t) dt + G (a). 
Donc, toute fonction lisse par morceaux G (zx) est, à une constante 


additive près, l'intégrale d'une fonction continue par morceaux, avec x 
pour limite supérieure. 


$ 9.4. Calcul des intégrales Indéfinies 


9.41. Intégration des polynômes. 
a. En appliquant l'opération Î à la formule 


d(r)= nai dr (n—=1,2,...) 


on obtient, après avoir remplacé n — {1 par m et divisé par n = 
= m + L: 
cmt 
m +1 
où C est une constante arbitraire. 

1l en résulte, d'après les règles 9.35-9.36, que, pour tout poly- 


fr" dr LC mm 012232) 


nôme P (rx) = ao + at +...+a,r", on a: 
4 n+ 
fP(odr= 04e +... +an +. (1} 


b. Dans certains cas, d’autres règles s'imposent. Par exemple, 
pour calculer l'intégrale 


| z(z+1)0 dx, 


il n'est pas commode de développer le binôme (zx? + 1)*° d'après 
la formule de Newton et appliquer ensuite la formule générale (1); 
il vaut mieux faire la substitution u = 2° + 1 et se servir de la 
règle 9.38 qui permet le calcul immédiat: 


feet pure {uen tt On (a+ D à €. 
Dans le ces de l'intégrale 


| æ (21 + 1)90 d7, 
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c'est la règle d'intégration par parties 9.37 qui s'impose. On pose 
u=21,, du=zx(z+1)%°dz; alors, d'après l'exemple précédent, 


v=- (r°+ 1), du = 2x dr, donc 
[a t+1)%dz= ur {odu= 


_ P (224 1)601.27 d 
mes {Et 
23 (224 4)608 (x? + 1)502 
ST 7 100 + C- 


9.42. Intégration des fonctions ration- 
nclles. On demande d'intégrer une fonction de la forine j (x) = 


« 


= 2, R (x) et Q (x) étant des polynômes à coefficients réels. 
a. Si lo degré du numérateur est au moins égal à celui du déno- 


minatour, alors, en effectuant la division, on peut mettre f (x) sous 
la forine é 


S (x 
LR=P (+ 


où le degré de S (x) est déjà inférieur à celui de Q (x). Nous savons 
déjà (9.41) comment intégrer le polynôme P (zx), bornons-nous donc 
à la fraction régulière ue, 

Qt) 

b. Soient x;, Z2, . .., x, les racines réelles du polynôme @ (x), 
Zi, Zys + + 2m 2m 68 racines non réelles (en plus de toute racine 
z2—=a—+if, la quantité complexe conjuguée z — & — if est, 
d'après 95.89.a, encore une racine de même multiplicité). 


En vertu de 5.89.c, la fonction rationnelle re peut ètre décom- 
posée en éléments simples: 
DU ea ON ne ati 
+ eu .. rt RE 
B z B C 


et le problème se réduit à l'intégration de ces éléments simples. 
c. Pour p 1, l'intégrale 


dz 
j (x —23}P 
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+ 


peut êire trouvée à partir de l'égalité 
d(z—z)?=({1—pl(z—7zx;)"? dz; 


en intégrant ses doux membres on obtient 


d 1 : ] 
je FF 1—p GURCE (—p) (73871 Fe (1) 


d. Pour p = 1, on se sert de l'égalité 7.17 (3) qui, après une 
multiplication par dr, donne 


dr 
d(in|z—z;, Dr 
d'où 
d 


Notons que les formules (1), (2) ont lieu dans l'intervalle |a, b] 
qui ne contient pas le point z, (sinon, la fonction sous le signe somme 
ne serait pas continte par morceaux et 9.32 ne serait pas applicable). 

e. L'intégrale 


Az+B 
em 
se rantène, par la substitution z—a= fu, à une forme plus simple: 
Cu+D 
Marins FDA du. 
Si D=—0, en mettant u®+1=v on est conduit au résultat final : 
Cudu 40 
[mio (2 + Um Fe 
C ; k 
- er Ogre Ge m>1: 
<inlol+C=Lin(+1)+0, m= 1. 
f. Il reste l'intégrale 
In= | ro. (3) 
Si m—=1, alors 
du t 
Î TT =arctgu, 


ce qui découle de la formule de dérivation 7.18.f, Soit m°> 1, 
Applliquons à (3) la formule d'intégration par parties en possnt 
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= de sorte que dv — Ru Nous obtenons 
du u-u du 4 
li | (41m (u2 + pe + 2m | 2H nee 
Du (u? +1) du du L 
= pp + 2m (ee — ir} = 
tps 
d'où 


4 2m—i 
Lo = De TEL +57 1m. 


Cette formule exprime J»41 en fonction de 7, et une fonction 
rationnelle. En s'en servant pour m—1 on trouve J:=— 


= | TT pp +onceut+C. Possnt m — 2 on trouva 


la valeur de 74, etc. 

Définitivement, toute fonction rationnelle possède une intégrale 
indéfinie qui s'exprime par fonctlons rationnelles, logarithmes et 
arclangentes. 

En pratique, il existe de nombreux procédés auxiliaires d'inté- 
gration des fonctions rationnelles que nous n'exposons pas [8]. 


9.43. Intégrales se ramenant à des inté- 
grales de fonctions rationnelles. Certains types 
d'intégrales se ramèoent à des intégrales des fonctions rationnelles 
par certaines substitutions standard. Dans la suite, À désigne une 
fonction rationnelle d'une ou deux variables. 

a. L'intégrale 


Î R (e°) dx 
devient rationnelle par la substitution e*—u, zr=lnu, =T : 
b. L'intégrale 
À R (1 2) dr 


or rationnelle par la substitution tgz=u, z—=arcigu, 


dx = En particulier, 


=. 
2 1 . 2 | 2 me 2 in r: 
cos TT ges sin? z = 1 — cos x, Cos 2x cos z—sin“z; 


sin 2z = 2 sin zcosz=21gzcos zx 
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sont des fonctions rationnelles de 1g zx. Par conséquent, l'intégrale 
| R (sin 27, cos 2x) dr 


devieut rationnelle celle aussi par la substitution tg x = u. 
Notons que sin x, cos x ne sont pas des fonctions rationnelles de 
t£ z (en effet, tg x a x pour période, et sin x et cos x sont de pério- 


de 21). Mais elles sont rationnelles en u = tg + 


5 : 
2187 tp + 
SN TZ= ——;, COS Z= —— ; 
À: 2 
2 du >. , 
donc, vu que der: l'intégrale 
. Î R(sinz, cos x) dx 


se calcule rationnellement à l'aide de la substitution te = L. 


9.44. Intégrales des fonctions irration- 
nelles. Considérons l'intégrale 


Î R(&, y) de, (1) 
où y est une fonction de z. Si z et y peuvent s'exprimer rationnellc- 


ment en une même variable +, de sorte que zx = xt), y — y (1), 
alors la rationalisation de l'intégrale (1) ost immédiate: 


ŸR sv) dr — À R(z (0, y(E)) 3’ (1) à. 


a. Soit, par oxomple, y=Vaztb: on peut alors choisir la 
substitution ax + b —#, z=+(E—b), y =t: 


( R(zx, Vaz +6) dr = | R (£(—0), :) AU UR 


L3 
: : ar +b x tie 
b. Dans lo cas où y = dr ON applique le même procédé : 
az+b _ ; … _ f2d—b 
sd LH ERER a— ct 


c. Mais pour y = V'ari + bz + c, la subslilution ax? + br+c= 
= {? n'est plus valable, puisque x n'est pas une fonction rationnelle 
de t#. Ici on va procéder autrement. En dégageant sous le radical un 
carré parfait (z — æ)° et en remplaçant (x — &) par Bu avec un 
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BP convenablement choisi, on met la racine carrée sous une des for- 
mes suivantes : 


= VT—u; y= VIH; ye= Vui—1. 


d. Dans le premier cas, la substitution uw = sin g (ou bien 
cos o = u) remène l'intégrale (1) à une forme déjà vue (9.43) 


| R (u, VT—ui) du = Î R (sin®, cos æ) cos p du. 


Exemples: 


du __. (cospap _ es : 
Î Vs | Ur — | dp = @= artsinu + C (2) 
(substitution u = sin ); 
d in 6 dû 
fr — | — = | d0— 6 — arccosu + C*) (3) 


(substitution u= cos 0). 

La divergence dea résultats obteñus par des substitutious dif- 
férontes na doit pas nous inquiéter : selon la théorie générale, le 
résultat est défini à une constante additive près, et nous voyons, 
en effet, que 


arcCos u + . = arcsinu. (5.67 (1)). 


e. Pour y» = Ÿ 1+ u?, c'est la substitution hyperbolique u—sh6, 
1+u3=1+#8h20-—ch?0 qui joue un rôle analogue, de sorte que 


| Ru, VT+) du | R(sb0, ch 6) ch 0 de. 


Exemple: 
du ch 0 dô 


(substitution u = sb 6). 

La fonction arsh'u (fig. 9.7) est l'inverse de sh 6**). (9.61.g nous 
révélera sa signification géométrique et la raison pour laquelle la 
désignation ar est adoptée: area veut dire « aire » en latiu.) Cette 
fonction peut être exprimée par des fonctions que nous avons étu- 


*) Dane le présent cas, le domaine do définition de la fonction cos B est 


l'intervalle | — x, 0]. Oa a +V/1—u2— —sin6. et on 0 sert de la fonction 
inverso crolssanto arccos. u (5.67). Avec la fonction décroissenta arccosqa u, 
on aboutireit à la formule 


= 


**) Nous gardous lea notations de l'auteur. (W.d.R.) 


= —arccosq u +C,. 
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diées en resolvant l'équation 


he nr (+) 


par rapport à 6. Nous avons alors = u-+V1+uf (le signe moins 
est à rejetor car e8 => 0), d'où 


8=arshu = In(u+VT+ ui). 


f. Enfin, pour y, = Vu” — 1, on aura recours à la substitution 
hyperbolique u = ch 8, u? — 1 = ch? 6 — 1 — sh? 0, de sorte que 


[Ru Vif T)du= | R(ch6, sh 6) sh 6 46. 
Exemple: 
du sh 6 dd 
el ne = | 40-60 archu+c (5) 


(substitution u — ch 6). 


[ 
n1! 

&t 
CA 

ÿN 


Fig. 9.7. Fig. 9.8. 


La fonction arch v (fig. 9.8) est l'inverse de ch 6. On peut l'expli- 
citer de façon analogue en résolvant l'équation 


u= cho + (24) 


par rapport à 6. Ou a ©=—uæ+WVuË—1 (les deux signes convien- 
nent), d'où 
8=archu æ In(u + Vu?—1). 


Les graphiques des fonctions u = arsh 0, u = arch 6 s’obtiennent 
de façon habituelle, i.e. sont symétriques des graphiques des fonc- 
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tions u = sh 0 et u = ch 8 respectivement par rapport à la bissec- 
trice du premier et du troisième quadrant (5.39). Ils confirment 
que la fonction arsh 8 est univoque et arch 0 bivoque. 


9.45. Intégrales elliptiques. Dans le cas où un 
polynôme P (x) est de degré n > 2, l'intégrale 


[Rs VPG) dr (1) 


ne s'exprime en général pas par des fonctions élémentaires *} (théo- 
rème d'Abel-Liouville : on en trouvera une démonstration dans [10] 
ou [11]}. Pour nr = 3 et n = 4, l'intégrale (1) est dite elliptique, 
pour nz > 4 hyperelliptique. Il existe deux intégrales elliptiques 
les plus importantes (1-ère et 2-ième formes normales de Legendre) : 


sin q 
dt 


9 
= — 
F(k, ®) — J VA — 4) A —X212) d=sine) J VT—RÈ sin? û j 


ce O<k<1 
1—k212 ie 
E (x, @) = | VE dt PE s Vi—x sin* 0 dt. 
D 


Pour 4 = 0, les deux intégrales représentent une même fonction : 


® 


F (0, où | 40 E (0, 9)= | d0=9. 


Pour k—1, les deux intégrales s'expriment par des fonctions 
élémentaires : 


"p. dt 1 1 
t 
aps [ernE 


sin q 
E(,@)= | dt=t 
0 


In o î 
sin = 1 nt : 


0 2  1—siny 


sin q 
0 


= sin q. 


Les tables des fonctions F (4, œ) et E (k, æ) sont à double entrée 
(pour les valeurs de la variable @ et du paramètre k = sin a). 
Ci-dessous une table abrégée de valeurs de ces fonctions: 


*) C'est-à-dire celles que l'on obtient en appliquent à l'argument z les 
opératione ptrque (addition, souetraction, multiplication, division) en 
nombre fini, einsi que les fonctione logarithmfques, trigonométriques et 
leurs inversees. 
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a E (h. œ) F (k, D) 


60° | 46° 10° | 5° 


0° 0 U 
30° 0,51 | 0,51 0,54 | 0,55 
45° 0,73 | 0,75 0,85 | 0,88 
60° 0,92 | 0,96 1,21 | 1,32 
90 |1 1,21 11,35 | 1,48 2,16 


Les graphiques fig. 9.9 montrent la variation des fonctions 
F(k,œ) et E (k,œ) pour différentes valeurs de k. 

Les fonctions elliptiques apparaissent lors du calcul de la lon- 
gueur d'un arc d'ellipse (9.63.c), d’où leur nom. Elles trouvent des 
applications dans de nombreux 
problèmes d'analyse et sont étu- 
diées tout aussi bien que Îles 
fonctions circulaires. 

On peut montrer que l'in- 
tégrale elliptique générale 


| R (x, Vart+bzS + cz er + f) dr 


se ramène par des transforma- 
tions élémentaires aux {-êre et Fig. 9.9. 

2-ième formes normales de Le- 

gendre, à des fonctions élémentaires et, éventuellement, à la 
« forme normale de 3-ième espèce » à deux paramètres hk et k: 


dy 
Î (4 +hsinsp) V1—k? ent 
(cf. [81). 


9.46. Quelques autres types d'intégrales. 
a. Soit un polynôme P (x). L'intégrale 


{ (as & 
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est una combinaison linéaire des intégrales de la forme 


Une intégrale 7,, se ramène par l'intégration par parties (4 = x”, 
e* dr = dv, du — mz""1 dx, v =e*) à la forme 


Im = ex" — m Î | di 


"1e dir=ez —mlh- 
et, puisque 7, — Î eT dx = e* + C, s'exprime par des fonctions 


élémontaires. 
b. Il en est de même des intégrales 


Î P(z)inrdr, f P (x}coszdr, | P(z}sinzür. 


c. Au contraire, Les intégrales suivanies ne s'expriment pas par 
des fonctions élémentaires : 


Fa d : 
Î — Rene | ME (logarithme intégral); 
Î PE 5 (sinus intégral); 
[Eds (cosinus intégral). 


On trouvera les démonstrations des dernières propositions dans 
[18]. 
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9.51. Intégration par parties. 

a. Soient u et v deux fonctions lisses par morceaux. Comme uv 
est une primilive de sa dérivéo uv’ + vu’, on a, d'après la formule 
de Newton-Leibniz 9.32 (2), 


fapaae i (udv +v du)= uv, 


ou bien 


b 
b 
u dv =ur 


x—a 


b 
— {vdu. 


Cette formule représente la règle d'intégration par parties pour une 
intégrale définie. 
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n/2 
b. Exemple. Caicuions l'intégrale Im= \ sinmnzdz. En intégrant 


0 
par Parties, trouvons 


a/2 à x/2 
sinn-lzd(—cos r) = —sia7"lzcosz È +(n— 1) | sinm"ê r.cos? x dr. 


A la euite de deux substitutions, le premler terme du second membre 
s'annuie : on obtiest donc 


n/2 
Im={(m—1) | sinn-êz(Î—sin$ z) dr=(m—1) fm.pg—-(m—1) 1m, 
d'où 


m—1 


Im = m2. 


n/2 
Comme fo— dr=+, on à, pour m—=2n: 
x/2 


Tt/ 
: 2n—1 2n—3 3 1 n 
Im | ginin z dr — on‘ Ün—2 4 2 2 Cnil ‘2: (1) 


nñn/2 
Comme 1, sinzdz—A,on a, pour m—=2n<+1: 


n/2 
2n 2n —2 4 2 2n) Il 
en r] Se A © ne .——… Les 


9.52.a. Formule de Taylor avec reste sous 
forme intégrale. Considérons d'abord l'intégrale 


b 
[1@)@—2)" dr 


En supposant que la fonction f (x} soit lisse par morceaux intégrons 
par parties: 


|) (b—zx)" dz= f(x JOEL + +fr (x ET Gr - 


n+i n+i 
= (+ l'Œ)b—2)"* dr. (1) 


19 3ax. 2995 
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En nous servaut do l'égalité (1) pour la fonction / (x) qui possède 
sur l'intervalle [a, b] les dérivées continues, y compris la n-ième, 
et la (7 + 1}-ième dérivée continue par morceaux, nous obtenons 
successivement 


b = 
1@)—f()= À (a d2 = f (a) —a)+ 


L 


+ {rare f (@—a)+7f (a) (b—aY + 
° b 
++ (fade... f(a)(b—a)+ 
+ 5 f(a}(b—a} +... + je (a) (b—a)" + 


b 
+ [0 () G— 2)" de. 


a 


IL en résulte la formule de Taylor 


1@)= f(a)+f' (a) b— a) + CL a+ … 


Lo GER, (2) 
où 
b 
7 pr (x) (— 2)" de (3) 


est le reste sous forme intégrale de Cauchy. 
b. À partir des inégalités 


(x) dr = = 


TEE max fan (x), 


ln < + max f"#b (x). 


—. 


D) 
œ 


Rn>=T min Fig à (x)- Â (b —z)" dr = 0 miil prsv (x), 


on peut aussi mottre le reste sous forme de Lagrange (8.23 (2)} 


b—a)jn+tl n, 
= 19° (c), 
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en supposant que la fonction f("+D (x) soit continue et qu'elle pren- 
ne, par conséquent (5.23), toute valeur comprise entre ses valeurs 
maximale et minimale en un point c. 

ce. A titre d’application, considérons le problème de convergence 
de la série de Taylor (8.51) de la fonction 


fa) = ( +2} (4) 
vers cette fonction. Dans le présent css, la formule de Taylor (2) 
a la forme (pour a = 0, b = x): 
a —1 — 1)... (a — n 
(+2) =i+ar+ ED m4 Poe JE De HD; rs 


n 
+ EI et Î (A+) (x —t)" dt. 
U 


Si [z | <1 et £ est compris entre 0 et zx, on a 


CA { z—t 


<1—t. 


Comme zx et zx — t sont de même signe, 
z —t 
Zz 


z—t 


<1—t, 
donc 

[z—t1] 

— <l?|. 
le en résulte 


É x—t)" a— At Œ— n 
ER +0 ‘&<|zl {a+ ‘dtæC{zl", 


où C=C(z, a). Par conséquent 
[RCE 9 Er Iz |". 


Désignons le second membre par &,. On a 
On+1 La—n—1l 
On n+i 


donc, si | z | <1, w, tendent vers 0. Aïnsi, le reste (3) tend vers 0 


si |z } <1. Par conséquent, pour —1 << r << 1, le développement 
suivant a lieu 


en Se 


(A+ et+ort 2 D cet. + 


Fa 209. u-r+9 MH... (5) 


19e 
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Si & n'est pas un nombre naturel (le second membre n’est pas un 
polynôme}, alors la série à droite diverge pour | z | => 1 (le rapport 
d’un terme au précédent est supérieur à 1}, donc le rayon de conver- 
gence de la série (5} vaut 1. 

En remplaçant dans (5) la variable réelle z par z = x + {y 
on obtient le prolongement analytique de la fonction (4) dans le 
cercle |z | <<1: 


26 


(A+) = 1+or+ LCD 564, + 
ap een res @ 


Par exemple, pour & = —1, on aboutit à la formule connue de 
sommation d'une progression géométrique convergente (6.11.b): 


sise +. .«+(—1)"3 +. 


d. On peut mettre la série (6) sous la forme 


A+ = 1+(—o)(—2) + ESED (ip. + 
n. Cats. (1e (—2)" + 


En appliquant les résultats 6.66.b on obtient : si 1 => —a + 1, 
c'est-à-dire & > O0, alors la série (6) converge pour —2 = 1, c'est- 
à-dire pour z — —1{. En vertu de 6.67, on obtient une relation inté- 
ressante : 


si —i)(a —2 
a+ ÉD D +. 0: ) 


d’après ce qu'on a vu, elle est valable pour tous les & => 0. 

Si 1> — a, c'est-à-dire @ > —1, alors la série (6) converge 
pour —z = —{, c'est-à-dire pour z — 4; dans ce cas, 6.67 conduit 
à la relation: 


14+ a + 


2e a(a—3)(a — 2) 


+ — +... = 2° (B) 
qui est valable pour & >> — 1. 

Les égalités (7) et (8) étendent aux exposants non entiers les 
propriétés connues des nombres = ET pour k et n natu- 
rels : 

CO+HCI+Ci+...+Cn—2, 
COC+CI—...+(—1" Cr =0. 
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9.53. Pour a >= b, la formule de Newton-Leibniz 9.32 (3): 
a 


| (2) de = F(a)—F (F'(x)=j(&) 


reste valable, 
En effet, d'après 9.18, on a: 


b 
ROLE À f(æ)d2= —1F()—F (a) =F(a)—F (b). 


9.54. Intégration par changement de va- 
b 
riable. Soit donnée une intégrale  # tu) du, f (u) étant une fonc- 


tion continue sur l'intervalle [a, b]. Soit u (t} une fonetion définie 
et continôment dérivable sur un intervalle [æ, B] et telle que u (œ) = 
= a,u (B) = b. Un changement formel de variable u = u (t} amène 
à l'égalité *) 


b ( 
Î sujdu= À fit (dr. (1) 


ua im 


Dans quelles conditions cette égalité est-elle juste? La croissance 
de la fonction v (t) sur l'intervalle [æ, B] est une condition naturelle. 
Mais il se trouve que la formule (1} a lieu dans un cas plus général 
où la fonction uw (f) n’est pas monotone et même dans le cas où les 
valeurs de u (t} peuvent sortir de l'intervalle [a, b] sur lequel la 
fonction ÿ (u) est définie, pourvu que la fonction / (u} admette un 
prolongement continu sur le segment plus grand 14, B] = {a, b] 
dans lequel la fonction u (t} prend ses valeurs pour +t € [æ, BI. 
Notamment, le théorème suivant a lieu: 


Théorème. Si la fonction u (it) définie et continüment dérl- 
vable sur \æ, B] prend ses valeurs dans un intervalle 14, B] = [a, b] 
et si la fonction f (u) est continue sur 14, B) alors La formule (1) est 
valable. 


Démonstration. Soient F (u) une primitive de la fonc- 
tion / (u) sur [4, 2] et G (t} une primitive de 7 (u (t)} u’ (t) sur La, fl. 
D'après 9.38, on a 


Fu) = «(D +C. 
*) C'est pour cetle ralson que Leibniz met en gerde contre le rejet de dz 


dans la désignation de l'intégrnie (Voir ie renvoi page 258). Li est probable 
que « transfiguration » de Leibniz veuilie dire passege de f (u) à j (u (t)). 
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Par conséquent 


b 
Ê f(u) du = F (6) —F (a) = F(u(B})}— F (u (a)) = 


p 
= G(B)-G(a)= | f(u(#)}u' (e de, 


et le théorème est démontré. L'égalité (1} exprime la règle de change- 
ment de variable dans une intégrale définie: soulignons que les limites 
d'intégration changent avec la fonction sous le signe somme. La for- 
mule de Newton-Leibniz étant aussi valable pour « =>B (9.53), 
le cas & => f n’est pas exclu. En appliquant la règle de changement 
de variable, il est sans importance si les limites d'intégration sont 
disposées dans l'ordre nalurel ou non. 


9.55. Conséquences immédiates et ecxem- 
ples. 
a. Intégrale d'une fonction translatée. Scit 
1 (x) une fonction définie sur un intervalle [a, b]; alors sa « transla- 
tôe » f (x — h}) est définie sur l’intervalle [a + À, b “+ h] et l'on 
ü 
b+h b 
f f(æ—h)dr= | f(2) d2. 
a+h a 
Pour le démontrer, il suffit de réaliser la substitution z — À = u. 
b. Montrons que l'intégrale d'une fonction périodique *) j (u) 
a une même valeur sur tout intervalle dont la longueur est égale à la 
période T de la fonction f (u). En effet, trouvons un nombre m7 
(m entier) compris entre a et a + 7: notons 


a+T nT a+T 
Î f(u)du = [ /u) du + Î f (u) du ; 
a a mr 


dans la première Intégrale faisons la substitution u — (m — 1} T — 
= +, dans la deuxième u — m7 = 1; étant donné que f(u) = 
=f(u + mT) sm /f(u + (m—1)T) en vertu de la périodicité 
de la fonction /(u), on «a 


a+T T a-(m-1)T T 
ficdu= À Joa+ [ 1o4= {Jo 
a a-(m—l)T Ù t} 


ce qu'il fallait démontrer, 


*) C'est-à-dire vériflant ia reiation f (z + T) =f(z) (ci. 5.65). 
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c. Exemple. Montrons que, quels que soient un y > 0 et 
un kX naturel, on a l'égalité 


EL n 
( sin? 4x dr = | cos" kr dr. (i) 
ff 


71 
En effet, en nous servant de l'égalité sin & — cos (5-2) et de la 


substitution < — kz — ku lrouvens 


ñ a w FF +s 
Î sin?Ÿ kz dx — f cos? (5-4) dr — | cos? u du ; 
=" =" 
nn: 1 -ñ 
en appliquant la propesition b nous obtenons (1). 
Dans le cas où 2y est égal à un entier m, la valeur de l'intégra- 
le (1) a été trouvée dans 9.51.b. Si y = 1, la valeur des intégrales 
EL ñ 
| sin? kr dx == | cos? kr dr = 7 
NH ex 
so déduit immédiatement de l'égalité 
LL T 
Î (sin? kr + cos? kz) dr = | 1-dx = 27. 
—ñ 1 
d. Intégrale de la symétrique d’une fonction. 
L'égalité : 
b 


b 
MAÉ ES 
0 


est juste. En effet, la substitution u = b — z a pour résultat 
0 


(6-2 à= rio Î 7 = (rar. 
0 Ù 


9.56. Pour terminer les considérations d'ordre général, étudions 
une notion générale importante. 


Intégrale de Stieltjes. Soient f (x) et g(r) deux 
fonctions dans un intervalle [a, b}. Considérons une partition I = 
={a = z <...<zn = b} de l'intervalle la, bi à points marqués 
E, Elxy, zyjl; ensuite, comme d'habitude, posons d (Il) = 
= max (rs, —1;). On appelle somme intégrale de Stieltjes le 
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nombre 
n-1 
Sn(/, e)= > 1 5) Lg (&ies) — g (xs). (1) 


Un nombre 7 est appelé intégrale de Stielijes d'une fonction f (x) 
selon la fonction g (x} sur l'intervalle la, b] si, pour tout e > 0, il 
existe un Ô >> 0 tel que l'inégalité | Z—Sn (f, g) [| <e a lieu pour 
n'importe quel IT avec d (Il) <6. 

Autrement dit, l'intégrale de Stieltjes est la limite des sommes 
intégrales (1) pour un morcellement illimité de la partition [. 
L'intégrale de Stieltjes est désignée par le symbole 


b 
Ÿ 7 (a) de (a). (2) 


Par cxemple, on a toujours 
b 
| de (= 38 (0). 
a 
Dans ce livre, nous nous passerons de l'étude générale de l'inté- 
grale de Stieltjes [14) et démontrerons seul le théorème d'existence 
de cette intégrale dans le plus simple cas où f (x) est continue sur 
la, b] et g (x) y possède une dérivée continue. On verra que l'intégrale 
de Stieltjes se réduit alors à l'intégrale usuelle. 
Une fois la fonction g(z) dérivable, son accroissement sur 
[z;, z,,,] peut être noté à l'aide du théorème de Lagrange 7.44: 


Ag (z) = gts) — (cp æ8 G)Az, ec; Es zu) 
Par conséquent 


n— 1! n— 1 
à 1 (br) Ag (xp) À 1 (Bi) &° (cr) Ax; = 


ni ni 
= > fGe (naz;+ D HEN—1 CNE (cy)4z, = 


n— 


1 
eg” (c;) Azy, (3) 


j=0 


n-1 
DOUCTACICE, 


où aucun des nombres |e;|, pour uue partition Îl assez fine, ne 
dépasse Je e >>0 donné. Alors 


n—1 ! 
[2 ee (Cnax|<e- max 18° (æ)1@—a), 


de sorte que le deuxième terme du dernier membre de (3) tend vers 
zero pour un morcellement illimité de la partition Il. Le prernier 
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terme dans (3) est une somme intégrale pour la fonction f (x) g' (x) 
et tend donc, suivant la même direction, vers la limite 


b 
Ÿ #(a) g' (2) dz. (4) 


On voit que, dens les suppositions formulées plus haut (/ (x) con- 
tinue, g (x) continäment dérivable), l'intégrale de Stieltjes existe 
et est égale à l'intégrale usuelle (4). 

On peut obtenir une formule analogue à (4) en supposant que 
{ (x) soit continue par morceaux (g’ (x} étant continue} ou g” (x) 
soit continue par morceaux (/ (x) étant continue). Si les fonctions 
f (x) et g” (x) sont continues par morceaux les deux à la fois, alors, 
l'intégrale de Stieltjes cesse d'oxister dès que leurs points de discon- 
tinuité se confondent. 

Dans le cas général, on établit aisément les propriétés suivantes 
de l'intégrale de Stieltjes, par analogie avec les propriétés correspon- 
dantes de l'intégrale de Riemenn (œ,f sont des nombres): 

b 


| [@sf1 (TZ) + Gof2 (x)] de (x) = 


b b 
ma À f(x) de(x)+ae À fe (2) de (a): (5) 
/ a ñ 
À (a) d'IPugs (2) + Page (91 = 
: b b 
= À 7 de (2) +82 | () des (a): (6) 
b € b 
À f(x) de(z) = | (2) de (2) + À (2) dg (2) : (7) 
2 a À î € 
Ÿ Ft) de (a) = (2 82) f— À 8 (x) di (a), (8) 


si Îles intégrales dans les seconds membres existent. 
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9.61. Calcul des aires. Nous avons vu dans 9.21 que 
le calcul d'aires des figures assez simples dans le plan se réduit au 
calcul d'intégrales définies. Lorsqu'on a un trapèze curviligne 
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limité par un segment le, b] de l'axe des x, une courbe continuo 
y = { (x) > 0 ot les ordonnées zx = a, x = b, son aire s'exprime par 
l'intégrale (fig. 9.10) 


b 
1 = | f(x) dr. (1) 


Si uue figure ® n'est pas un trapèze curviligoe, mais peut être 
représentée comme réunion de trapèzes curvilignes sans points 
intérieurs communs, alors son aire est 
la somme des aires des trapèzes. En 
général, l’aire d’une figure représentant 
la réunion de quelques figures simples 
(jordaniennes) sans points intérieurs 
communs est égale à la somme des 

z aires desdites figures simples. 
Revenons à la définition de l'aire 
Flg. 9.10. sous la forme de l'intégrale (1). Elle 
est valable si f(x) 0. Mais si 
f(z) < O0 (fig. 9.11), alors 7 < 0 et 
I donne l'aire (limitée par un segment de l'axe, deux ordonnées 
et une courbe} précédée du signe moins. Si f (x) change de signe 
dans Î[a, bl, alors l'intégrale 7 représente la somme algébrique 


Fig. 9.14. Fig. 9.12. 


des aires (précédées du signe plus pour les parties de l'axe avec 
PAT du signe moins pour les parties avec f(x) 0) 
fig. 9.12). 


E xompies. 

a. 1] résuite do 9.32 que l’alre limilée par la courbe y — x et le segment 
O<z<b de l'axe fait un tiers de l'aire du roctangle correspondant (règle 
d’Archimède). A présent, déduisons une formule plus générale de Kepler (Nova 
stereomeiria dollorum Vinariorum, 1615): 


perde [ rats (+0), (2) 


cotto dernière étant valable si / (x) est un polynôme du 3-ième des ou plus 
(fig. 9.13). En choisissant pour origine des coordonnées lo milieu du segment 
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la, b]. on peut la metire sous la forme 
€ 
ÿ TÉCEUTECESTIOENTO ES (3) 


Notons mnintenant que si la formule (3) est juste pour une fonction / (z), 
oile l’est pour la fonction kf (z) avec n’importe quel &; si elle est juste pour deux 
fonctions } (r) et g ci elle le reste 
ponr lo fonction / (r) + g (x). Donc, 
aliu d'établir celte formule pour touts 
fonction de la rm re z) = A + Si 
+ Bz + Cr + Dr, il suifit de la (=) f(b) 
vénfier pour les fonctions fo(z) =1,. 2 


h()=z fi = ls (x) = . 

Pour f, (z = 1, elle . immédinte. 5 I 
Pour les onctions / (z) et fax) qui © 152 b 

sont impsires, Îes deux membres de 2 

l'égalité (31 s’annulent, de sorte Fig. 9.13. 


ue ja formule est RuEur valable. 
Enfin. pour la fonction LAGE la 

furinule (3 se ramène à In règie d’Archiméde; elle est donc élablie pour 
{ont polynôme d'un degré au plus égal à 3. 


b. Aire du cercle 2? + y?< r°. Pour la raison de symé- 
trie, on peut noter (fig. 9.14) 


ne yd (VF. 
En y Lotsnt z— 0. dx = —rsin 0 dô on 
trouve : (] n/2 


S = —4r3 Â sin? 6 dô = 4r1 { sin* 0 db — 
x? 
x/2 


r/2 8 
= 4r2 SE d9 = 27° | d6— 
U 


a/2 
— 2r° { cos 20 dô — nr — r? sin 26 ke = ri. 

0 
Donc, le nombre x/2 que nous avons introduit plus haut comme 
première racine positive de la fonction y = cos x (5.65) trouve une 
nouvelle interprétation comme moitié de l'aire du cercle de rayon 1. 
c. Pour l'aire du secteur du cercle 2? + y? Sr? (ou bien, sous 
forime paramétrique, z =rcos6, y = rsin 6) limité par deux 


rayons 0 = 0n 0 = 04, 0 & On << 0 <+ (fig. 9.15), on a 
S (On, 6:) = $ (0, 8:) —S (0, 05}, 
de sorte qu’il suffit de calculer $ (0, 85) pour tout 6, € Lo, 7 | 


Fig. 9.14. 
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(fig. 9.16). On a 


r COS r 
S (0, 8) = | zte0odr+ Î VAR — x dr — 
r cos 00 
zè r C08 00 “4 9 
=+|, .tg00+r2 | sin? 6 d8 — 


— r? c05? 6n a+ | cs 2 gp — 
0 


2 1 r2 sin 26 [60 r2 
= cos! 00 48 00 +700 RE 2 00 
Ainsi, on obtient 
4 
S (60, 6} = (8 — 6). (4) 


On vérifie sans peine que la même formule reste valable pour 
tout secteur d'angle 0 S 8, — 6, < 2n. 


ÿ 


Lx" D; z 


rcos 0, 
Fig. 9.15. Fig. 9.10. 


d. Lors d’une dilatation de rapport k suivant l'axe des y, l'aire 
S d'un trapèze curviligne (fig. 9.17) devient k fois plus grande. Cela 
résulte de l'égalité 


— (art ds=k (red 


(si l'on ne tient pas compte des considérations générales 9.27). 
e. Lors d'une dilatation de rapport k suivant l'axe des z, l'aire S 
d'un trapèze curviligne (fig. 949 devient k fois plus grande. Pour 
le démontrer, faisons la substitution x, = kz: 
hb 


Sa= | 1(<) dut Ÿ jee de. 
ke a 
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L + 

f. Aire d'une ellipse. L'ellipse + + FE = { s'ob- 
tient du cercle z° + y? = 1 à la suite d'une diiatation de rapport a 
le long de l'axe des zx et d'une dilatation de 
rapport b le long de l'axe des y (fig. 9.19). 
Comme l'aire du cercle de rayon { vaut x, en 
appliquant les résultats des exemples d et e, on 
trouve Sanpse = Tab. 

g. Interprétation géométrique 
des fonctions hyperboliques 
inverses. Considérons l'hyperbole 2? — y? = 1 


Fig. 9.17. Fig. 9.18. 


et trouvons l'aire du secteur ABC (fig. 9.20). Cette aire est 
donnée par l'intégrale 


Fig. 9.19. Fig. 9.20. 


quo nous allons calculer par la substitution 1 — ch t : 


afCcb z 


CVS à = ! 
Vis 1 du j seat 
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Comme ch2t—ch?#+ sht# et 1 =ch?#—sh14, on a shlt = À — 1 
d'où 
arcil x 


ch21—1 1 t arch z 
Le SE a=frshau-s]T | 


Notons” que sh 24 = 2shtch£, donc sh2t:=2Vcht—1cht 
et, par conséquent : 


I=+ [x Vrf=1—archzl =+3 V1 arcnz. 


Le premier terme représente l'aire du triangle OBC'; ainsi, 
+ arch z est l'aire du secteur OAC, donc $ :— arch z est l'aire 


du secteur OC'AC (fig. 9.21). En inversant cette formule on obtient 
une représentation paramétrique de l'hyperbole: 


z=chS, y=Vr—-1-shs. 


A vrai dire, nous avons déjà constaté que la courbe d'équations 
paramétriques z = ch t, y — sh £ est une hyperbole; mais ce n'est 
que maintenant quo l'on na découvert la signification géométrique 
nu paramètre + qui n’est rien autre que l'aire du secteur déterminé 
par un point donné de l'hyperbolc. 


Fig. 9.21. Fig. 9.22. 


11 est utile de comparer cette représentation à la représentation 
paramétrique de Ja circonférence 


1 = cos 0, y — sin 6. 


Ici 6 est l'angle polaire AOC ; or, celte même quantité repré- 
sente l'aire du sector OC’AC (fig. 9.22). Ainsi, pour la circonfé- 
rence et pour l'hyperbole, l'aire du secteur peut jouer le rôle de 
pararnètre principal. 
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h. Inégalité de Young. Soit y = f(x) (0 < z <œ) 
une fonction croissante et continuo, telle que / (0) = 0, f (æœ) = . 
Soit x = g(y) la fonction inverse (5.38) qui, dnns le présent cas, 
cast continue elle aussi et croît de z = O0 à x = œ. Posons pour 
zZ>0, y > 0: 


z y ® 
F(a— (10%, GUW=[etman. 0 
0 û y 
Quels que soient zx > 0,y >> 0, l'inéga- 
lité suivante, dite de Young, a lieu: 
zy < F (z) + G (y). (5) Z 
Elle cest immédiate si l'on part des con- Fig. 9.23. 


sidérations géométriques (fig. 9.23); le 
lecteur construira sans doute uno démonstration analytique. Notons 
encore que l'inégalité (5) devicnt égalité dans un seul cas où 
y = Z. 

L'inégalité de Young sert de point de départ pour de nombreuses 
autres inégalités importantes de l’analyse. Signalons ici quelques 


cas particulicra: en posant f(x) = 2P"1, g(y) — yP-i on obtient 
l'inégalité 


LM (it ; 
ST Er (+31) (6) 
et si l'on pose y = ln (x + 1), x = ev — 1, on aboutit à l'inégalité 

zy L(2+i)in(z +1)— zx +e — y — 1. (7) 


Les doux inégalités (6) et (7) sont valables quels que soient zx > O0, 
y > 0. 


9.62. Aire en coordonnéos polaires. Considérons uno 
courbe ôn coordannées polaires (fig. 9.24) r == r {@} et calculons l’airo du secteur 
OA B limité par deux rayons @ == & et ®@ == f et par l'arc de la courbo r = r (ip) 
qu'iis interceptont. Le secleur OA B est un ensemble jardanien et, selon la théorie 
générale (9.27), son airo est comprise entre l'aire de tout ensemble jordanien can- 
tonant le secteur 04 B et celle de tout ensemble jordanien contenu dans co sec- 


teur. Soit 
[N — {a = po LP K... Lph = À) 


une partition de i'intervalle [æ, fl] do variation de la coordonnée @, el sait, 
comme d'habitude, 


ShP=GPhel — ns MR = min r (f), 
OR SOS Past 
Mn= max r(). 
Ph EVSVRes 


Désignons par P,4 un point (m,, r (,)) de la courbe r — r(@). On connaît l'ex- 
presin (9:61 (4)) pour Vale L'un neeténe limité par FRANS royons 0 — mp, et 
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0 = P,+1 et deux arcs des circonférences de rayons m, ot M, (fig. 9.25). En se 
servant de ces expressions on remarque que la quantité S qui est à déterminer 
vérifie les inégalités 
: n—1 ; n-1 
+ D) mhûm <S<7 D, MAcr. 
km k—0 
Or, si la fanctlon r — r (y) est continue, alors, pour un morcellement illimaté 


DP,*M, 
DFyes = Mx 


0 9x 
Fig. 9.24. Fig. 9.25. 
de la partitlou II, les deux sommes tendent vers la même limite 
p 
1 
T Î rà (} dy; 
œ 


ainsi, celte quantité représente l'aire de la figure OAB. 
Exem P le. La courbe r = à 5iû mg (pour m impair) s’apptlle rosace À 
m branches (fig. 9.268). La relation 
x/m x 


| 2 1 
= a? sin mpd = — 4 sin? pd 
ra sin 39 2 { ? et 2m Je Los 


mootre que l'aire d’une boucle de la rasace 
| 4 \ tème à | 
æ à m branches fait la (=) partie de l'aire 


de la « rogace à une branche » r—=a oin p (qui 
n’est, d'ailleurs, rien d’autre qu'un circon- 
féronce de diamètre a). 
9.63. Longueur d'un arc. 
En définissant la longueur d'un arc 
Fig. 9.26. comme limite des longueurs des lignes 
polygonales inscrites, on a obtenu (9.28), 
pour la longueur de l'arc da la courhe y = f (x) limité par deux 
points zx = a et x = b, l'expression suivante: 


b 
s=[VTF7 @T ar (1) 


a 
(dans la supposition que l’intégrale existe). 
Dans le cas général, on peut décrire une courbe y par ses équa- 
tions paramétriques qui représentent les coordonnées courantes d'un 
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point de 1n courbe comr:e fonctions d'un paramètre 4. Ainsi, on aura 
deux équations dans le plan:zx = xt}, y — y (+), et trois dans l’espa- 
ce tridimensionnel: z = x(t), y = y(t), z = 2(t); dans l'espace 
n-dimensionnel, on aura n équations: 


rt, 0), 2 = 2 (D: mi = 7 (D; (2) 


Supposons que les fonctions x; (4) soient définies sur un inter- 
valle a < t < b et y possèdent les dérivées continues par morceaux. 
La courbe y est alors dite lisse par morceaux. 

Soit IT ={a = 10 <t <<... <tn = b} une partition de l'in- 
tervalle [a, b]. À tout point t, il correspond un point M, de la 
courbe y ayant z (4), ..., za (t;} pour coordonnées. En joignant 
les points M, par les segments, on obtient une ligne polygonale 
MoM,...M, dont la longueur est donnée par la formule 


p-1 EE een ES 
É5— à, VS Les (trs) — 2; (4). 
]}= 
Les fonctions z,(t) étant lisses par morceaux, an a 


Get 


2j (4) — 23 (ti) = | z; (1) dt. 
1 


Mettons cette intégrale sous la forme z5(4;) Ati + eAts. Si tt} est 
un point de discontinuité de la fonction z;(t), on sous-entend 
par z;,(t;) la quantité zi(t: +0). Il en résulte 


Il Zj (£i41) — 2) (£:1) | —| z; (4:) | At; [<< | EI) | ty. 
En vertu de l’inégalité 2.68 (6),ona 


V 2 [Zy is) — 2, (4) — 
_ LV 2 |zi (4) PP At: VS |ey|° At. 


Ensuite 


p-1 n 
» 2 [Ty (lies) —23 (tr) | — 


i=0 
SV isuora | S VS eur 
— à 2,1] lt <,2 2 leul Ati. (3) 


20 3ax 2285 
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La quantité &;y admet la majoration : 


list 


eul=|g [io-senæl<, mx 13040 4 
! 


It je 


Partageons la somme dans le second membre de (3) en deux parties: 
la première comprendra les termes correspondant aux intervalles 
de continuité de toutes les zx; (t), la deuxième les termes correspon- 
dant aux intervalles contenant les points de discontinuité d'au 
moins une des fonctions zj(£). Comme les fonctions x; (ft) sont 
uniformément continues dans leurs intervalles de continuité, si 
(ti, te+e) est un intervalle de continuité de la fonction zx; (t}, on «a 
max|z; ({)}—zj(t;)| << o (d (N)),où w (u) est infiniment petit avec u, 
d (11) étant, comme toujours, max At,. SI la fonction zx; (£) subit une 
digscontinuité dans l'intervalle Af,, alors le second membre de (4) 
admet la majoration 


max {z;(t)—zj(tr)l Ati M-At;, 
où M est une constante. Définitivement, le second membre de (3) 
aura pour majorant 
& (d(11))(b—a)+M 3° Au, 
où >\' se rapporte aux intervalles contenant les points de disconti- 
nuité d'au moins une des fonctions x; (f). Le nombre de ces points 


étant fixe, la somme 5 tend vers zéro avec d (Il); il en est de même 
de © (d([1)). D'autre part, la fonction 


V Zizit)P 


est continue par morceaux elle aussi, et l'expression 


Pi n 
> D 1 zj(tr) At 
40 Jai 


est sa somme intégrale qui tend vers 


b À 
s= | VS ÉTOILE (5) 


jæ=i 


lorsque d (II) —+ 0. Il résulte msintenant de (3) que ZL, tend vers 
l'intégrale (5) lorsque d (II) —+ 0. 

Définitivement, la longueur de l'arc de la courbe (2) déterminé 
par les valeurs t = a et t = b existe et s'exprime par l'intégrale (5), 
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cette longueur étant définie comme limite des lignes polygonales inscri- 
tes, et les fonctions zx,(t) étant lisses par morceaux. 
Pour n = 2, on à la formule (t = zx, z: = ÿ): 


b 
s= | Vis ON +Iy WP de. (6) 


Si l'on choisit pour paramètre la coordonnée zx, on retrouve la for- 
mule (1). 


Exemples. 
a. La longueur de l'arc de la chaînette y = ch x, déterminé par 
les points z = 0 et r = b (fig. 9.27) est 
égale à 
b b 


s= | Vi+sh?rdr- fchzdr=shb. 
0 


b. La longueur de l'arc de la cir- 
conférence z=—rcos6, y—rsin0 intercepté 
par deux rayons 6=06, ot 8—=@, 0<06,< 
<< B,< 27, est égale à 

©s 


s= | V rt sin? 6 + r°cost 6 d6 = r (0: —0)) 


CA 
d'après (6). En particulier, lorsque 8; = 0, Fig. 9.27. 
0, — 2x, on voit que la longueur de la cir- 
conférence de rayon r vaut 2rr. Le nombre x reçoit donc une 
nouvelle interprétation: il représente le rapport de la longueur 
d’une circonférence à son diamètre. 
c. La longueur de l'arc de l'ellipse 


z=acost, y=bsint, ba 


, 2 — a ; 
d'excentricité e= = Se = , Pour l'intervalle O<1<T, esta 


T 


T 
s— { V'a%sin® #7 bi cost à dt = Î V'af sin t- 08(1—sint £) dt — 


T T 
= | V' ET (bat) sint dt — b | VT—& sin idt=b.E(e, T), 
Ô 


où Æ(e, T) est la fonction elliptique de Eegendre (9.45), 
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d. La longueur de la sinusoïde y—sinz, pour O<r<=., 


s'exprime elle aussi par uns intégrale elliptique 
n/?2 n/2 


s— Î VTT cosi z dr — Vin z dr = 


n/2 


= y? | V/1—{sintzdr= V2E (x +) 


Ce n'est d'ailleurs pas étonnant car l’ellipse que l'on obtient en 
coupant un cylindre circulaire droit par un plan incliné devient 
sinusoïide en développant ce cylindre dans le plan. 

e. Contrairement a l'aire, La longueur d'une courbe ne se trans- 
forme en général pas d’une façon tant soit peu simple, lors d'une 
dilatation suivant un axe: même pour une ligne polygonale, la 
longueur de chaque segment se multiplie alors par son propre coeffi- 
cient qui dépend de l’angle formé par ce segment et l’axe de dilatation. 

Par contre, si la dilatation d'un même rapport # s'effectue sui- 
vant tous les axes à la fois (c’est-à-dire il s’agit d'une homothétie), 
alors la longuenr de tout segment, de toute ligne polygonale, donc 
de touts courbe lisse par morceaux se multiplie par #. 

f. Désignons par so la longueur de la corde Ÿ, joignant deux 
points 4 = M, et B = M, d'une courbe y lisse par morceaux. 
Comme, en vertu de l'inégalité de triangle, toute ligne polygonale 
MoMi...M, a une longueur s, 59, il en est de même de la longueur 
s de la courbe y: 

8 > S0: 


s 
TR 1. 


D'autre part, si la corde y, se réduit au point M,, de sorts que le 
point B tend vers le point À, alors le rapport 


b 
n 
Î V > ra 
s — a j=1 
50 = n 
D 1z3(b}—zy(a)l? 
Jj=i 
&—e) / à [z; ŒN PHATU) 
Em —— 
n n 
Ga) Ÿ/ 515 ŒE0T 2 (GP 
j=1 = 


a 4 pour limite si > [zj (a)]? € 0. 
Jæ=1 


Ainsi, 
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Nous aboutissons à un résnltat important: 

La longueur d'une courbe y lisse par morceaux est un infiniment 
petit équivalent à la longueur de la corde qui sous-tend la courbe lorsque 
l'accroissement du paramètre tend vers 0. 

g. Longueur d'arc commefonction du para- 
mètre et comme paramètre. Soit une courbe L donnée 
par ses équations paramétriques 


= nt), ss L= rt), aETtTeb, 


où zx, (rt) sont des fonctions lisses par morceaux. La longueur de la 
courbe L comprise entre t = a et t = t est une fonction lisse par 
morceanx 


0 5 vitrée 


a J=# 


du paramètre {. Sa dérivée en t, à l'extérieur des points de discon- 
tinuité de z;(t), a la forme 


o=VÈsor (7) 


el est continue et non négative, de sorte que s(£) ne décroil pas. 
Si z,(t), ..., za (ft) ne s’annulent simultanément en aucun point 
(pour un point de discontinuité, ce sont zx; (t + 0) et zx; (t — 0) 
qui ne s'annulent pas à la fois), alors, pour chaque intervalle de 
continuité de toutes les fonctions x; (f), on peut appliquer le théori- 
me sur la fonction inverse: il existe la fonction inverse 1 = !{ (s) 
continue, croissante et possédant une dérivée qui, d’après la for- 
mule 7.16 (2), est continue par morceaux de même que s’ (f). Ceci 
étant, toutes les fonctions x, (f) peuvent être mises sous forme de 
fonctions de s, continues et possédant des dérivées continues par 
morceaux. En particulier, si { désigne la longueur d'arc, alors il 
résulte de (7) que 


PACIOIRES (8) 


Un point où toutes les tonctions x; (t) s’annulent s'appelle point 
singulier; nous voyons que la représentation paramétrique, avec 
la longueur d’arc pour paramètre, n'est possible que sur une partie 
de la courbe sans points singuliers. 
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9,64. Aire d'une surface de révolution. Soit 
une courbe L {y = f(x) 0, x € fa, bl}. En tournant autour de 
l’axe des z, elle engendre une surface P dont nous voulons déterminer 
l'aire (fig. 9.28). 

Supposons d'abord que la fonction f (x) soit du promier degré, 
f(x) = kx + b,; la surface P ost alors appelée cône (fig. 9.29); la 
ligne y = kz + b, est la génératrice 
du cône, le point À d'intersection de 
la génératrice et de l’axe son sommet, 
la circonférence y décrite par le poiut 
B lors de sa révolution sa circonférence 
directrice. L'aire du cône est définie 
de la façon suivante. Choisissons, sur 
la circonférence y, les points B:, ... 
..-. By êt joignons-les successive- 
ment l’un avec l’autre et chacun avec 

Fig. 9.28. le sommet A: on obtient une ligne 
polygonale fermée {B, ... B,B;}=2 
et un système B,A4B:, ..., BhAB: 

de triangles isocèles formant une pyramide inscrite T1 (fig. 9.30). 
L'aire de la pyramide est définie comme somme S (I) des 


aires des triangles qui la forment. Posons B,B,4 = 26, (k = 


Fig. 9.29. 
= 1, ..., met d(Il}) = max 6,. Considérons une suite quelconque 
de pyramides inscrites Il;, ..., 11,, ... avec d(Il,) — 0. 11 se 


trouve que les nombres S ([1,) tendent vers une limite qui ne dépend 
pas du choix de ces pyramides; cette limite est, par définitiou, 
l'aire du cône P. 

Pour démontrer l'existence de la limite de la suite S (I1,), 
explicitons les nombres S ([1). Si ! est la longueur de la génératrice 
du cône (du sommet au point 8), la hauteur du triangle B,48,,, vaut 


VA 1/1 (8) if de) of 


$ 9.4. APPLICATIONS DE L'INTÉGRALE 311 


où £ a À pour limite, lorsque 6, +0 (5.59.f). L'aire du triangle 


8iE 
BrABhs; est égale à 6x V 2 — 6 = 6,1 — Le et celle de la 
pyramide inscrite à 


s(M= D (eu) pm LD, (0 
h R 


où f (IT) est la longueur de la ligne polygonale À. Pour d ([1) —+ 0, 
la quantité B (IT) tend vers la longueur de la circonférence y (9.63.b) 
qui vaut 2nAR, de sorte que le 
premier terme à droits dans (1) 
a xlR pour limite. Si chaque 
6, <_e, alors le deuxième terme 
à droite dans (1) est majoré par 
7 208 (IT) (pour 68, assez pe- 
tits); il en résulte que ce torme 
tend vers O pour dll) -+ 0. 
Ainsi, la suite numérique S ([1,) 
tend vers xlAR qui est, on l'a 
vu, l'aire du cône. 

L'aire d'un cône tronqué (fig. 
9.31) engendrée par la révolution 
autour de l'axe des z d’un segment de la droite y = kz + D est 
définie comme différence des aires de deux cônes aux génératrices L, 
et L; et aux rayons de base R, et R: respectivement. On aboutit 
à la quantité 


7 (LeRi — LiRe) = I (Li — Lo) (AR! + R2) 

puisque L,AR; = L,R,, ou bien, ce qui revient au même, Fr. 

Ceci résulte immédiatement de l'homothétie, Le nombre L, — L, 

est, évidemment, la longueur du segment de la génératrice du cône. 
Passons au cas général et, à la place de y = y (x), considérons 

une courbe sous forme paramétrique 


L={z=zx(t), y=y(t)2>0, æ<i<f$, z(aæ)=a, z (B) = b}. 


Définissons l'aire de la surface engendrée par la révolution autour 
de l'axe des zx de cette courbe comme limite des aires des surfaces 
engendrées par la révolution autour de l'axe des x des lignes poly- 
gonales inscrites dans la courbe L. Soient une partition I] me = 
= b<h<...<tn =/$B} de l'intervalle (a, 8] et L, la ligne 
polygonale à sommets (x (ft), y (fo)), . . ., (x (t,), y (1): la lon- 
gueur du k-ième côté de cette ligne est Al, = V/ Azf + Ayk, où Az, = 
= ZT (fp+e) — Z (fx), Ayr = Y (tn41) — y (tx). En tournant autour 
de l'axe des z, le k-ième côté engendre le tronc de cône dont l'aire 
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vaut 31 (Yn + Una) Al: en sommant suivant tous les côtés de la 
ligne on obtient l'expression de l'aire engendrée par la révolution 
de la ligne polygonale: 


n—1 
Pr=n à (yn + Yu) tr, 


Supposons mainteriant que les fonctions zx (t) et y (t) nient leurs 
dérivées continues x’ ({) et y’ (ft). On peut alors transformer les 
expressions Az et Ayk à l’aide de la formule de Lagrange 7,44 en 
aboutissant à 


n—i 
n=n D (y(n)+ y (tnes)] V2 Ex) + [y (m)I? Aus, 
km 


les points Ex et 7: se trouvant dans l'intervalle (fx, t541). A côté 
de l'expression P,, considérons la quantité 


n-t 
Pa = 2n 2 (tn) Vs" Ga)I +14" Ga) Ata. 


Pr cest une somme intégrale pour la fonction continue 
2ay (t) V x” IP + y" @Ié et tend, lorsque d(fl) +0, vers le nombre 


8 
S=2n | y) VE OP + OP à. (2) 


Montrons que P, a la même limite suivant la même direction. 
11 suffit de prouver que 


lim [PS—P,] —0. 


d(lT)— 0 


En effet, pour un €e => 0 donné, on peut trouver un 6 >> 0 tel que 
[lt —t|<6ô implique les inégalités ]zx’(#) — x (D) | <e. 
lu C)—y Ol<e y) —y(0l<e Si d(N) <6, alors, 
en particulier, 


y (tnse) = y(tu) + 01e, | | 1, 
z'(En)=z' (tn) Ge, |G|<1, 
y'Onn)= y" (ta) +0, 10,1 <1 
de façon que 
y Ca) + y (ne) V LR En) + 1y° (a) = 
— (2y (tx) + Ge) V (z° (5) + 028) + (y (tx) + OseŸ — 
= (2y(tx)+ 61e) V Ir () + 1y" (x)? + e6, 
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où [4 1<2maxilz (9 | + |y° (| + el. Quels que soient 4, 
b=>0, on a les inégalités 


Va—Vi<Va+8<Va+ Ve 
(la première est évidente, la seconde est l'inégalité de triangle 
dans R>: pour les vecteurs (Va, 0) et (0, Vb)). 11 en résulte que 
Va+b=Vva+6, y, 181<1. 
Dans lo présent cas, on peut noter 
Vis +19 GP +0 = V Ir (x) + y (6) +0, V'ebs, 
où O1 < 1. Donc 


Pa—Pr= —2n D y) VIT GE + Ty GI + 
n— 1 _ 
+ D (ut) + 01e) V7 GNT GT + 0 VE = 


ni 


= Y (ne V {x (a) +19" (19 + 2ny (4) 0, V8, + 


hk=Û 
+ 710,66€ } e8, } , 


11 est évident que cette quantité tend vers zéro avec e, ce qu'il fallait 
démontrer. 


Fig. 9.32. Fig. 9.33. 


Définitivement, la formule (2) fournit l'expression de l'aire 
Cherchée dans l'hypothèse d'existence et de continuité de y’ (4) et 
z' (t). Pour 1 = x, la formule se met sous la forme 


b 
S=2n | y(DVTFIY GT dr. 
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Exemplos. 
a.Sphérederaæayon R.La sphère en questioa est la surface engendréo 
ar la demi-circonférence z = RÀ cos 8, y — R sia 0, 0 & 6 & n, tournant au- 


| n 
S=2n | R sin 0 VAE SIN 0 + NEcos T0 dd — 2181 Î sin 6 d0 == 4RR3. 
0 


b. La caténoide est la surface engendrée par la révolution autour de l'axe 


des ; d’une chafnette (fig. 9.33). Nous avons y = chz, y’ = sh z, V1+Ly3 — 
= Chr, 


+u +a 
S—=2n | chiz dr: 27 Î PE den [SÈ+:] [= (oh 2a+ 2a). 
4 —a 


9.65. Schéma général d'application de l'in- 
tégrale. Soit une quantité v à calculer. Supposons qu'elle repré- 
sente l’une des valeurs d’une fonction v (x) de la variable x parcou- 
rant un intervalle {a, b}, par exemple v = v (b). Si l’on peut dégager 
la partie linéaire principale 


dv = f (x) ds (1) 


de l’accroissement Av de la fonction v(z), pour le passage de z 
à z + dr, alors le problème se réduit en principe au calcul de l'inté- 
grale 


b 
v()=v(a)+ | f(x) ds (2) 


pour v(a) connue. 

En effet, le cocfficient f (zx) dans la partie linéaire principale 
de l'accroissement est la dérivée de la fonction v (x), et le problème 
consiste à retrouver une primitive, ce qu'on fait à l’aide de l’inté- 
grale (2). 

Dans certains cas où il s'avère difficile de construire l’égali- 
té (1), mais que l'on peut établir une inégalité de la forme 


du f (x) de, 


l'intégration de celle-ci fournit une estimation de la quantité v (b): 
b 
v(b)<v(a)+ | (242. 
a 


Notons qu'en écrivant l'expression de dv (contrairement à celle 
de Av), on peut négliger les infiniment petits d'ordre supérieur par 
rapport à dr. Cette considération simplifie souvent le problème. 
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Voici pes exemples pe 
u. Quel travail faut-il accomplir pour faire monter uuo masse de 1 kg se 
trouvent sur la surface de la Terre hors los l1mites de la gravitation terrcsire? 
Dans par W (h) le travail fourni pour remonter 1 kg à une altitude h. 
La forco d’aitraction de la Terre F= F {h) our la masse da 1 kg à l'altitude h mn 


est égale, selon la loi de Newton, à CT , où 21 est le rayon de la Terre. 


On détermine la constante € à partir de la condition qu'au niveau da le mer la 
force attractive subie par celte masse est égale à 1 kg de poids (= 9,8 kg-m/s1). 


3 
Done C = R?, F(h) = TEST kg. Supposons que la masse s'élève à l'altitude 


(h + Ah) m. Eu admettant que la force F (h) soit constante sur cet Intervalle, 
on obtient nour le travail 


R 


dh kg:m. 


En réallté, la force F n'est pas constante eur l'intorvalle 1h, À + Ah], ina: si 
l'on on tenait compte, ceci n ajouterait à l'expression de dW que des infiniment 
petits d'ordre supérieur (— AF:4Ah). Or, noug n'avons besoin quo des Infiniment 
pelito du premier ordre par rapport à dé. 

À présent, l'application de la formule (1) fournit la valeur du travail qu'il 
faut accomplir pour faire monter 1 kg à une allitude Æ: 


H 
R3 R? 0 AR? 
— CE nd = = — R =6, s D ; . 
W [ MERE d +R |4 R HIKR < 4.10 kg m 


AR? 
H+R 
l'on dit « hors les limites de la gravitation terrestre », parce quo l'ascension no 
demande pratiquement plus do travail à accomplir 


pour vaincre Îa force attractive de le Terre). La RS Re 
répouso est donc W — 6,4:109 kg-m. | 


Pour H très grand, on peut négliger la quantité 


(c'est dans ce cas que 


b. Un entonnoir de section supérieure S, de sec- 
lion iuférleure s ot de hauteur } est rempll d'eau 
(fig. 9.44). On sait que la vitesso d'écoulement sous 


le puids d’une colonne d'eau de hauteur hk est  }; É: 
v (h}= V2 (g—9,81 m/s?). : 
En combien de temps l'entonnoir va-1t-1l se 2 
vid er ? G 
Désignass par S (h} la section de l’entonaoir à la Fig. 9.34. 


hauteur k = RCE et parv = v (t} le volume d'oau 

dang l'entonnoir à l'instant t. L'eau qui s'écoule par ; 
l'uorifice inférieur durant l'intervalle de temps (4, + At] est ves-dt — 
= V2gh s di cms (la vitesse d'écoulement est aupposée constante durant ce 
temps, l'erreur qui s'onsuit est un infiniment petit d'ordre supérieur que l’ou 
négllge). La même quantité dv s'obtient en admettant quo le volume d’eau 
qui s'écoule soit égal au volume du cylindre do hauteur dh et de baso S (4) (en 
réalité, ce volume est celui d'un tronc de cône, mais la différence ost infiniment 
petite d'ordre supérieur par rapport à dh). On aboutit à l’égelité 


S (h)dh= V/2gh-s.dt, 
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d'où 
; = 
sdt= EC PERS \ LT 
V2ch 1 Va À 2£ 
En intégrant en t de O à T et en tenant compte de 9.54 on a 
T H 
8 fa=er =: — Î Vrai pets, 
u HèV2y 4 H?2V/2g 5/2 lo 8 
d'où 


2S H 
Tes V % 
&. Estimation de l'aire du p-voisinage 


d'une courbe plane. Le lieu géométrique V, (L) des points 
de tous les cercles de rayon p dont les centres appartiennent à une 


Fig. 9.35. Fig. 9.36. 


conrbe L s'appelle p-voisinage de la courbe L (fig. 9.35). Supposons 
que la courbe ZL soit lisse par morceaux; on peut démontrer que 
l'ensemble V, (L) possède alors une aire. Nous allons montrer que 
l'aire S,(L) de l'ensemble V,(L) admet l'estimation 


S, (L) & 2nps (L) + np°, (2) 


où s(L) est la longueur de la courbe L. 

Choisissons pour paramètre, sur ln courbe L, la longueur d'arc s 
comptée à partir du point À (3 = 0) jusqu'au point B (s = 55) 
(9.63.g). Désignons par S,(L;) l'aire du p-voisinage de la partie 
de la courbe L correspondant à l'intervalle 0 < s < © de variation 
du paramètre s. Soit Q, le cercle de rayon p centré en € (s = 0). 
Les positions possibles des points €’ € L qui correspondent aux 
valeurs du paramètre s dans l'intervalle o & s < © + ds appartien- 
nent au cercle de rayon ds et de centre C (fig. 9.36). Les positions 
possibles des points des cercles de rayon p et de centre C”’ appartien- 
nent au cercle Q,,4, de rayon p + ds centré en C. Par conséquent, 
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l'accroissement total de S$,(Z,), lorsque le paramètre s varie de 
o à © + ds, ne dépasse pas la différence des aires des cercles Q,,4s 
et Q,, c'est-à-dire la quantité 

np + ds) — np? = 2np ds + n (ds)!. 
Pour la partie linéaire principale de cet accroissement, on obtient 
l'estimation 

dS, (L,) < 2xp ds. 

- En intégrant en s de O à s, on trouve 
SL) — S, (Lo) < 27p8 (L). (3) 


Puisque S, (Lo) = np", (2) résulte de (3). 
d olume d'un corps à bases parallèles. 
Il résulte de la théorie générale du calcul des volumes que le volume 


St) 


RÉ TA 


Fig 9.37 Fig. 9.38. 


du cylindre droit de base jordanienne S et de hauteur H est égal 
à SH (fig. 9.37). Soit un corps quelconque dont la section à la 
hauteur hkest jordanienne et dont l'aire est S (h) (fig. 9.38). Supposons 
que la forme de la section V; varie continüment avec h; ceci veut 
dire que, pour tout e => 0, il existe un 6 => 0 tel que si | — hk° | — 
<< 6, la projection de la frontière de V},: sur le plan de la base appar- 
tiont au e-voisinage de la projection de la frontière de V, sur le 
même plan (c). La différence des aires des sections V, et Vx: ne 
dépasse donc pas l'aire du voisinage mentionné et admet pour 
majoration, d'après c, le nombre CeZ, où L est un majorant des 
longueurs des contours de toutes les sections horizontales. 

Désignons par v(h) le volume du corps limité en haut par la 
section VA. En passant de k à hk + dh, la partie linéaire principale 
de l'accroissement de v (4) se met sous In forme S$ (h) dk comme si 
le corps était un cylindre dans l'intervalle [h, k + dhj; l’accroisse- 
ment véritable diffère de cette quantité par un infiniment petit 
d'ordre supérieur par rapport à dk. Donc, 


du == S (h) dh. 
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En intégrant on obtient ” 
= S(h)dh. (4) 


e. Volume d'un cône X de hauteur H et de base supé- 
rieure S (fig. 9.39). Pour la raison de similitude, l'aire de la section 


à une distanco À du sommet est S (h} = S (+), d'où 


H 
v (K)= (Sad = He + SH. 


f. Volume d'une boule de rayon À. L'aire de la 


Fig. 9.39. Fig. 9.40. 


section «distante de k du centre est n (R? — h?) (fig. 9.40), d'où 
R R 
h3 
v= 2 | a (R3— h°) dh=2a [a] | = 


= 27 (R—+) = +R. 


g. Pour un corps de révolution, la formule (4) peut être mise 
sous la forme 
H 


V=n Î r* (h) dh, (5) 


r (k) étant le rayon de la section à une hauteur h. 

h. Volume d’un corps commun à une boule de rayon R et à un 
paraboloïde dont le sommet coïncide avec le centre de la boule 
(fig. 9.41). L'équation du paraboloïde est 2az = x? + y: il en 
résulte que l’aire de la section du paraboloïde par un plan à une 
distance hk (du centre de la boule) vaut x -2ah. L'aire de la section 
de la boule à la hauteur k est x (R? — h?), Les surfaces de la boule 
et du paraboloïde 8e coupent à la hauteur z, déterminée de l’équation 
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da, = R?— 7; donc, z59 = —a + Va + Rî et 
19 R 


= | n-2ah dh + | a (R?— h?) dh. 
10 


Le lecteur calculora sans peine les intégrales obtenues. 

i. À la suite d’une dilatation de rapport k suivant un uxe, le 
(volume d’un corps est multiplié par k 
gdémonstration analogue à celle: de 

.61.d-e pour le cas plau). Il en résulte, 
ar exemple, que le volume d'un ellip- 


soïde de demi-axes a, b, c est + xabc, 


parce que la boule de rayon 1 «x +npour. 


volume, ct l'ellipsoide s’en déduit par Fig. 9.41. 

une dilatation de rapport a suivant 

l'axe des x, une dilatation de rapport b suivant l'axe des y et 
une dilatation de rapport c suivant l'axe des z. 


$ 9.7. Intégration et dérivation d’une suite de fonctions 


9.71. Soit une suite f, (x), f2 (x), . . ., fn (x), . . . de fonctions 
intégrables gur un intervalle a < x <& b qui est partout convergente 
verg une fonction f(x) sur [a, b]. 

(a) Est-ce que la fonction jf (x) est intégrable elle aussi ? 

(b) Si oui, est-ce que la relation 

b b 


lim [A (dr= | (dx (t) 


est valable? 

Il s'avère que, dans le cas général, les réponses aux deux questions 
sont négatives. 

(a) Supposons que f, (x) vaille 1 si x € (0, 1] est de la forme n , 
où g<n», et O dans le cas contraire. Ainsi, la fonction j, (x) n'est 
non nulle qu'en un nombre fini de points, donc (9.16.c) elle est 
intégrable (son intégrale est nulle). La suite /, (x) possède en tout 
point de l'intervalle (0, 1], pour r—+00, la limite f (x) égale à l'unité 
en chaque point rationnel et nulle en chaque point irrationnel. 
La fonction f(x) n’est pas intégrable (9.17). 


(b) Supposons que f, (x) vaille n sin rx pour 0<r< _ et 0 


pour L<r<n. La suite /f, (x) tend vers zéro en tout point 


320 CH.9. INTÉGRALE DE RIEMANN 


zE(0, ni. La fonction limite est, évidemment, intégrable, et son 
intégrale sur l'intervalle (0, x] est nulle. Pourtant, 

x syn 

| În (x) dx = | nsinnz dr —2, 


et l'égalité (1) est fausse. 


9.72. On peut s'attendre à ce que les réponses à 9.71 (a), (b) 
soient positives si la convergence de la suite /, (x) satisfait à quel- 
ques conditions supplémentaires. La convergence uniforme de la 
sulte f, (x) vers sa limite f (r) que nous avons définie dans 5.93 
représente une telle condition supplémentaire. Rappelons la défi- 
nition correspondante adaptée à notre cas: la suite f, (x), f2 (x), . .. 
converge uniformément sur [a, b] vers la fonction f (x) si, pour tout 
e > 0, il existe un Ÿ tel que, quels que soient r € la, bletn > NW, 
on a |f(x) — fn (x) | <e. 


Théorème. Si une suite de fonctions intégrables f, (x), f2 (x), . .. 
converge uniformément sur [a, b] vers une fonction f (x), alors f (x) 
est intégrable, et la relation 


lin [AD (Da 


a lieu uniformément sur la, b]l. En particulier, 


b b 
lim À fn (E)d= À 7 (E) dt. 


Démonstration. Quelles que soient les partitions I et IT” 


de l'intervalle [a, bl et pour tout nr = 1, 2, ..., on a: 
Sn (f) =Sn (fn) + Sn (f— fn) (1) 
Sn: (/) = Sn: (fn) + Sn: (f— fn). (2) 


Pour un e => 0 donné, choisissons un numéro n de façon à avoir 
Oh N<TR 


a) 


partout sur (a, bl. Alors, nous avons évidemanent 
LSnf—fn)1< +, 1Sn-(f—fr)1< + 


La fonction f, (x) étant intégrable sur [a, b], donc aussi sur [a, x] 
(9.15.k), il existe un 6 => 0 tel que, quelles que soient deux parti- 
tions IT et Il’ avec d (I) <6, d (1) <6, on a 


| Sn (/n)— Sn (fn)| < +. 
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IL résulte alors de (1) et (2): 


[Sn (1) — Sa: (A 1<1Sn (fn) —S a (fn) | + 
+ {Sn (f—fn)|+ Sa: (f—fn)l< 


< +060) +7 —a)=e. 


Cela signifie quo les sommes intégrales de la fonction f (x) satisfont 
au critère de Cauchy; vu le théorème 4.19 appliqué à la direction 
d([l)-+0, il en résulte l'existence de l'intégrale. 

Pour démontrer la seconde partie du théorème, notons que 


| ( 1@&- | fn (®) | = | ( If (E— fa (BI dE < 


zx 


< [11 @—1 D1@ <e(2—0) < e(b— a (3) 


quel que soit le numéro nr pourvu qu'il satisfasse à la relation 
If —-R@OI<e (4) 


pour tous les x. Comme la suite f, (x) converge uniformément vers 
f (x), l'inégalité (4) a lieu pour tous les nr à partir d’un certain W, 
e étant fixe; il en découle le résultat demandé. 


9.73. Le théorème 9.72 démontré pour une suite de fonctions 
s'étend immédiatement au cas d'une série de fonctions: 


Théorème. Si une série de fonctions intégrables 
Ga (2) + Pa (x) +. + Pa (x) +... (1) 


converge uniformément sur la, bl vers sa somme S (x), alors S (x) est 
intégrable, et la relation 


lim 5) {gx (@at= [5 (48 (2) 
F°® pui à a 
a lieu iniformément sur [a, b]. En particulier, 
œ b b 
D far [5 () 8. (3) 
k=1 a a 


La démonstration résulte immédiatement de la con- 
vergence uniforme des sommes partielles de la série (1) vers S (x) 
ot du théorème 9.72. 


21 3ax. 2285 
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9.74. Exemples. Les séries 


Dirt -nt..., (1) 
maintes .. (2) 


convergent uniformément sur tout intervalle [—b, b}, 0 <b <1. 
En ]es intégrant terme à terme de 0 à t{ on obtient encore deux séries 


In(t+h=tR 4... (3) 
arctgtt— +... (4) 


convergentes uniformément sur [—, b], O0 <b 1. Etant donné 
que les séries dans les seconds membres de (3), (4) convergent aussi 
pour { = { et que les fonctions dans les premiers membres sont con- 
tinues pour 0 & { < 1, on a, compte tenu de 6.67 et 5.68: 


1 
In2=1—5 ++... (5) 


= +... (6) 


9.75. On peut se servir du théorème 9,73 pour développer 
plusieurs fonctions non élémentaires en séries de puissances. Par 
exemple, l'intégration du développement 

sin t ta {4 10 
D EST PET TT 
convergeant uniformément sur tout intervalle [—T, 7} fournit le 
développement du sinus intégral : 
t 
è sin 13 t$ a? 
convergeant uniformément lui aussi sur tout intervallo {—T, T|. 
9.76. Formulons les questions analogues à 9.71 (a), (b) relative- 


ment à la dérivation. Soit une suite de fonctions dérivables sur 
un intervalle a & x < b: 
A (x), Î2 (x), ep În (x), sis 

cetto suite étant partout convergente sur la, b] vers une fonction f (x). 

(a) Est-ce que la fonction f (x) est dérivable? 

(b) Si oui, est-ce que la relation 

f(x) = lim f, (x) (1) 

a lieu? 
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La réponse à deux questions est toujours négative dans Je cas 
général, même si la convergence de la suite f, (x) est uniforme: 
(a) La suite de fonctions dérivables gur {—1, +1]: 
1 


1 
fa(æ)= el ? 


converge uniformément sur [—1, +4} vers la fonction f (x) = |x | 
qui n'est pas dérivable pour x = (. 
(b) La suite 


În (x) = L sinnz 


converge uniforméinent sur [0, x] vers 0. La fonction limito est, 
évidemment, dérivable. Mais la relation (1) n’a pas lieu: la suite 
fn (*) = cos nr ne converge en aucun point sauf r = 0 


9.77. La situation change si l’on suppose la convergence uniforme 
des dérivées. Il s'avère alors que les conditions à imposer à la suite 
des fonctions f, (x) sont beaucoup moins gênantes: 


Théorème. Si une suile x, (t) de fonctions lisses par morceaux 
(9.39) converge au moins en un point t, d'un intervalle [a, b] et La 
suite x}, (f) converge uniformément sur la, b] vers une fonction continue 
par morceaux g ({), alors la suite x, (t) converge uniformément sur (a, b] 
vers une fonction lisse par morceaux x (t) qui a une dérivée x’ (t) — 
= lim zx, (t) — g(t) en tout point de continuité de La fonction g (t). 


n— co 


Démonstration. Pour une fonction zx, (t), nous avons 
d'après 9.32: 
t 
En (4) — Zn (to) = | zh (E) d8. (1) 
b 
Les fonctions x, (t) — x, (£o) convergent uniformément sur l'inter- 
valle [a, b] d’après le théorème 9.72: or les nombres x, (fo) tendent 
vers une limite, donc la suite x, (f) converge uniformément. Dési- 
gnous sa limite par x (t). En passant à la limite dans l'égalité (f) 
et en sc servant encore une fois du théorème 9.72 on oblient 


i 
z({)— x (to) = i g (E) dE. 
la 


Lau fonciion g (!) étant continue par morceaux, lu fonction x (4) est 
dérivable partout sauf aux points de discontinuité de g (t) (9.31): 
de plus, x’ (4) = g (t) = lim x; (f) en tout point de continuité de 
g(t), ce qu'il fallait démontrer. 


9.78. lnonçons le théorème analogue pour une série. 
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Théorème. Si une série u, (x) + u2 (x) + . .. de fonctions 
lisses par morceaux converge au moins en un point d’un intervalle 
[a, bl et si La série des dérivées ui (x) + ... converge uniformément 
sur la, bl vers une fonction s (x) continue par morceaux, alors la série 
des fonctions u, (x) converge uniformément sur (a, b) vers une fonc- 
tion g(x) lisse par morceaux dont la dérivée g’ (x) est égale à s (x) 
en tout point de continuité de la fonction s (x). 

La démonstration se réduit à l'application du théorème 9.77 
à la suite des sommes partielles de la série en question. 


$ 9.8. Intégration et dérivation par rapport au paramètre 


9.81. Soit f (x, ft) une fonction numérique d’une variable x par- 
courant un intervalle À ={a < x & b} et d'une variable t par- 
courant un espace métrique M. Supposons que cette fonction soit 
uniformément continue par rapport à l’ensemble des variables x, t, 
ou bien, ce qui revient au même, uniformément continue sur l’espace 
métrique @ — A X M (5.18 et 5.17.a). 


Théorème. Dans les conditions formulées ci-dessus, la fonction 


b 
o(9= | f(x, t\dz (tEM) 


a 
est uniformément continue sur l'espace M. 
Démonstration. Désignons par 
w;(6)= sup PACE )— f(x, #)l 


fax" 1< 

p (1”, #) <9 
l'osciilation de Îa fonction f (x, t) sur L'espace Q (5.17.c). Pour 
un € >> 0 donné, !l existe un 6, =- 0 tel que, si ô << 69, on a w, (6) < 
<e. Soit p(t,t) S 6 <6,; alors 


b 
oo] [ire #)—ft rndz|< 


b 
< [if #)—1 (2, l)ldz <w, (8) (b—0), 
d’où 5 
Gp(6)= sup |D(t)—D(1)]<w,(8)(b—a) <e(b—a), 
pt”, tr) <8 


ce qui démontre la continuité uniforme de la fonction © (f) sur M. 
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9,82. Soit f (x, t) une fonction réelle définie et continue sur un 
rectangle Q={(a<Sr<b, cLt<d}). Alors 


b d d b 
[ {T7 pat} &= | {fr t) dx} dt. (1) 


Démonstration. Posons 
b 
D(= | ft, t)dr (c£<t<d), 
d 


F(z)= Î f(&, tdt (a<z<b). 


€ 


En vertu de 9.81, les fonctions © (f) et F (f) sont continues. Rappe- 
lons, ensuite, que ia différence de l'intégrale d'une fonction conti- 
nue @ (t) sur l'intervalle {c, d] et de sa somme intégrale construite 
pour une partition I avec d (]l) < 6 a pour estimation (9.15.m) 


d m—1 
[{ cad 5 cat |<w(8) (40). (2) 
c j=0 


En particulier, pour une partition [1 de l'intervalle [c, d] avec 
d(f)<6, ona 


d m—l 
[fra D&— ZX ft, tp4t|<e, (6 (4-0). 
C j=0 
En intégrant cette inégalité par rapport à x on obtient (9.15.h) 
b d b m1! 
[ {Treo} de (| {5 76 40} dz|< 
a € ä j=0 
<uwy (6) (d—c)(b— a). G) 
Or, en vertu de la même estimation (2) appliquée à la fonction 


@O({), on a 


| ( @(t) PR] ®(1,) at|= 
c Jj=0 


|| [Ce t) dr} a TS (Qc. ty) dz} At|< 
© co Jar 0 a 
< wo (8) (d—c) < w7 (6) (b— a) (d—c). (4) 
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Vu que 


LS 168 64} de D {fre ty)d=} Aty 
a j=0 4=0 À 
il résulte de (3) et (4) que 


L [Te t)dt} a | (Üe. t)dz} dt|< 


< 20} (ô) (b— a) (d —C), 


et comme le second membre peut être rendu aussi petit que l’on 
veut, l'égalité (1) est valable, ce qu'il fallait démontrer. 


9.83. Exemple. Posons, dans le théorème 9.82, f (x, t) = 
= x, r€(0,1], tE la, B) («a >0, B => 0): nous obtenons 


| (| s' dt} = | [( c'e) dt. 


En calculant les intégrales entre accolades trouvons la valeur de 
l'intégrale définie 


Pr 1+8 
[de = In 1+a ‘ 


Il serait difficile de le faire par des procédés usuels décrits dans 


88 9.4-9.5, l'intégrale indéfinie de He ne s'exprimant pas par 
les fonctions élémentaires. 
9.84 Théorème. Si une fonction f(x,t) est définie pour 


a<r<b,c<t<det a sa dérivée continue par rapport à t dans 
le voisinage d'un point to € (c, d): 


; . ,t+At)—f(z, 
fie, = lim HEIN, li—t| <6, 
alors on a l'égalité 
b b 
d ’ 
[+ Î 1(z, t) de |, = {fi (z, to) dz (1) 
a a 


pour tout tE [c, d). 


Démonstration. La fonction f; (x, t) étant continue dans 
le rectangle a & x < b, to — 6 Lt Lto + 6, on peut y appliquer 
le théorème 9.82 ; en se servant de la formule de Newton-Leibniz (9.32) 
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on obtient ensuite 
t b b { 
[{frie Das} d= | {frite 9} à 
b a a do 
ire, 0 de Ÿ f(x to) dx 


pour tout 1€ [to — 6, to + 6)- 

Le premier membre a la dérivée en t égale à la fonction sous le 
signe somme (9.31). Il va de soi que le second membre a la même 
dérivée. Or, le deuxième terme du second membre ne dépend pas 
de t, donc su dérivée en t est nulle. En égalant les dérivées des deux 
mombres et en posant { = t. on aboutit à (4). Le théorème est dé- 
montré. 

9.85. E x e mple. L'intégrale 

a/2 
I (= Î In(#*—sin?z)de (tt) 
Ù 


ne peut être calculéo par les méthodes de $ 9.4. Tout de même, 
d’après le théorème 9.84 dont l'hypothèse est, évidemment, remplie, 
on a 


/ _— 2t dz b1 4 
LD | —sints /#—1 


(ict on peut déjà trouver une primitive à l'aide de 9.43.b). En inté- 
grant cette égalité par rapport à { on retrouve la valeur de l’inté- 
grale 


I (= == 75 -dt=nm(+VA—1)+c. 


Afin de déterminer la valeur de €, on passe à la limite pour 
t—+ © ou T0 dans l'égalité 


n/2 


C= J An (*— sin?) dr— in (t + VA—1)= 


me slo?z + V1 
= | In (1-5) den la 


valable pour tous les => 1. Notons que la fonction 
Un (t — x sin° r) 
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est définie et continue dans le rectangle 0<r<+ » OLT<LT<AÀ, 


donc la fonction 
n/à 


O (x) = i In (4—*° sin? r) dz 
(1 
est continue pour O<T<T, en vertu de 9.81. l’ar conséquent, 
n/2 
0=®(0)= lim D (x) = lim Î In(1— r?sin? x) dr. 
T0 ++0 


D'autre part, 
lim nin ni AA =1limin({+V1—ti)=xIn2. 
+0 


to 
Définitivement, on a C— —xrin 2 et 
I(t)=nin [AT 


9.86. Voici un cas un peu plus délicat où non seulement la 
fonction à intégrer mais aussi les limites d'intégration dépendent 
du paramètre t. 


a, Théorème. Soit f(x,t) une fonction continue pour a 
Sr<b, cLtSEd dont la dérivée f+: (x, t) existe et est continue 
pour a <Sz<b, |t—t, | 6. Si une fonction œ (ft) est définie, 
continue et dérivable pour |t — to | << 6, à valeurs dans l'intervalle 
az b, La fonction | 

A0) 
D (t) = Î f(x, t)àz 
0 
est dérivable pour t=t,, et 
® (to) 
oO | fi(e 4) de+f (pe), #)-6' (tu). (1) 
a 
Démonstration. Posons O(t}—@,(t)+ ®,(t), où 
® (Lo) p(1) 
D()= | fé nd, @(9= | fe dr. 
a p (lo) 


D'après le théorème 9.84, la fonction Œ,(f) a, pour t=t, 


la dérivée 
p{te) 


®, (to) = i fi(x, to) dz. (2) 
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Trouvons la dérivée de ®,(t). Nous avons, en vertu du théorème 
de la moyenne 9.15.h, 
@: (t9+ At FR us 
2 (to+ Ds = f(z, to+ At)dr= 


g (to) 
ne Lot AN — 9 Co) f(e, t, + At): 


le nombre 6 est compris entre @ (t5) et @ (to + At). En vertu des 
suppositions relatives aux fonctions f (x, f) et œ (f), l'expression 
obtenue tend, pour 4t—0, vers la limite 


D, (to) = P° (40) *f (P (bo), to). (3) 
Définitivement, (1) résulte de (2) et (3), et le théorème est démontré. 
b. Soit, en particulier c = a, d = b, (ft) = t. On a la formule 
{ b 
7 fe ddl, = [rite to) de +f (to to) (4) 


valable dans l'hypothèse que f (x, f) soit continue pour a Sr < b, 
a<t< b et que f:(xr, t) existe et soit continue au voisinage du 
point t= to. 


9.87. Exemple. Trouvons la dérivée par rapport à x de 
la fonction 


In (x) = | eu eu au (n—1, 2, ...), (1) 
où f(r) est une fonction continue pour a <Kr< b. 


D'après la formule 9.86 (4), où t est remplacé par x et x 
par 4, on «a 


AD TT mm fente qd + ED ne f(z)= 
= Inn (x). 


De plus, on a, évidemment, 7, (a) =0, de sorte que 


M )= | 7, @ &= ( Tnt (8) dé. 


Notons encore que J,(xr) = i { (u) du. 


a 
Il en découle que 7, (x) est le résultat de n intégrations successi- 
ves de la fonction f (x) de a à r, autrement dit, de l'opération inverse 
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par rapport à n dérivations successives. La formule (4) met le résul- 


tat de cette opération sous la forme d’une intégrale simple avec 
paramètre. 


$ 9.9. Intégrales curvilignes 


9.91. Intégrale curviligne de Stieltijes. 
Considérons dans l’espace »-dimensionnel À, une courbe L dont 
la représentation paramétrique est x, = z;(t) (j = 1, 2, ..., n), 
où les fonctions x,(t) sont définies et continues sur un 
intervalle Îa, blet y possèdent leurs dérivées continues (ou 
continues par morceaux). La courbe parcourue dans le sens des 
t croissants de a à b est appelée chemin. D'après 9.63.g, 


si 2 [si (t+ 0) et © Irj(t—0)]? ne s’annulent pas, on peut choi- 
! 


gir pour paramètre sur le chemin L la longueur d'arc s comptée 
à partir d'un point fixe À. 


Considérons une partie du chemin L entre le point À (s = 0) 
et un point B (s = S). Désignons par Il la partition de l’arc AB 
par des points successifs À = M,, M,, ..., M, = B. Les valeurs 
correspondantes du paramètre s, notamment 

3(4)=0<s(M)=n<...<s(B)=s, =$, 


forment une partition de l'intervalle [0, S$] de l’axe réel. Posons 
comme d'habitude 


d (M) = max (syss — 55) = max As, (j=1,..., p—1) 


Soient f (M) et g (M) deux fonctions réelles données sur le che- 
min AB. Formons la somme 


P—! 
à 1 M5) 18 (M yes) — 8 (M5), (1) 


PTS 
où chaque point M; appartient à l'arc M,M ,,1, de sorte que s (M;) — 
= 5; € Lsy, Syl. La limite de la somme (1) pour 4 (1) — 0, si elle 
existe, est appelée tntégrale curviligne de Stieltjes de la fonction f (M) 


selon la fonction g (M) prise le long de l'arc AB et désignée par 


Ÿ #0) de (M). (2) 
AB 


Par exemple, on «a 


| de (M)=e (B)— 8 (4). 
AB 
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Si la fonction g (M) est constante sur l'arc AB, alors, évidemment, 


[ 1 (1) dg (M)=0 
A 


Si l'une quelconque des intégrales ci-dessous existe, alors l’autre 
existe aussi, et l'on a 


[rande= — | 1 (Mag. 
4è BA 


Lorsque le chemin AB est donné par ses équations paramétriques 
ta= tnt) (k—1,2,...,n), a Lt< b, on peut dire que f (W#) 
et g (M) sont les fonctions du paramètre 1: f = f(t), g = g (t): 
alors la somme intégrale (1) se met sous la forme 


p-i 
2 1 (45) Lg (see) — 8 (4), tr Ets <tyn: (3) 


Lorsqu'on morcelle indéfiniment une partition du chemin AB, 
il en est de même de la partition correspondante de l’intervalle (a, b] 
de variation de {, puisque £ est une fonction dérivable de la longueur 
d'arc s; on à donc, d'après la formule de Lagrange, 


At; =t'(8,) As, 57 < Es < Set 
Inversement, pour la même raison. à un morcellement illimité 
d'une partition de l'intervalle [a, b] correspond un morcellement 


illimité de la partition du chemin AB. Donc, la convergence de la 
somme (1) vers sa limite est équivalente à la convergence de la 
somme (3), et le problème d'existence de l'intégrale curviligne de 
Stieltjes (2) se réduit au problème d'existence de l'intégrale usuelle 
de Stieltjes (9.56): 


b 
AOL10 (4) 


qui pour une fonction lisse g (t), est une intégrale de Riemann 
.56 (4). 

Par conséquent, les formules suivantes, analogues à 9.56 (5)-(8), 
sont valables: 


[ie (M) + ofs (M)] de (M) = 
AB 


= fe (M)dg(M)+aa À fe (M de (MY: (5) 


AB AB 
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Î 1 CM) d'IBes (M) + Bagz CM) = 


nn 


AB 
= [OM de CM) +8 À CM) des (1): (6) 
ÀB ÀB 
[rade = À ra) de + À 10) dec) (4B3C (1) 
ÀB AC éB 
(ACM)de(M)=1 (Me (M) | e(M)at (M), (8) 
ÂB 48 


dès que les intégrales daus les seconds membres existent. 
On a souvent affaire à une somme d'intégralos curvilignes prises 
le long d'un même chemin 


[a de (+ + À 1 (00) de (M). 
ÂB AB 
Sa notation plus brève est 


(AO) des (M) +... + 15 (M) dep (M) = 
AB 


= [hide+...+frd8p 
B 
(sans parenthèses). En supposant que Îles fonctions f; (t) soient con- 


tinues et les fonctions g; (?) lisses par morceaux, la somme est cal- 
culée d'après la règle 9.56 (4) 


œ 


b 
(inG)a +... + 0)e (Id. (8) 


{a 


9.92. Exemples. Calculons les 
z intégrales curvilignes 


_ | — uv?) dy, 
on r£ fe p')dz, {æ ÿ°) dy 
AB AB 
AB étant l'arc de la parabole y — x? eutre les points À — (—-1, 1) 
et B = (1, 1) (fig. 9.42). Dans le premier cas, on peut choisir x pour 
paramètre, et l'on «a 
l 


= { (at—zt)dz= (5 -T) | 
_! 


i 
| 
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Dans le second, il est impossible de choisir y pour paramètre car, 
à une seule valeur de y correspondent deux points de l'arc. Pour 
cette raison, c'est toujours x qui sera le paramètre ; on aura, d'après 
9.56 (4): 


= ( (—r)2rdr= [Te -T] eu 0 
=1 


9.93, Intégrale le long d’un contour fermé. 
Si l'extrémité B d'un chemin AB se confond avec l'origine À, le 


chemin AB s'appelle contour fermé. L'intégrale le long d'un contour 
fermé ZL est souvent désignée par 


Pas. (1) 


La valeur de l'intégrale (1) ne dépend pas du choix de À car, 
pour n'importe quelle autre origine A’, on «a 


[ 1d= | fdg+ | fdg= | ds+ Ü fd= | fa 
PE A A2 A'A LÀ FE 


AA'A AA° PPT 
d'après 9.91 (7). 

Néanmoins, l'intégrale (1) dépend du sens de parcours du contour : 
en effet, en inversant le sens de parcours, toutes les différences 
g (M4) — g(M)) changent de signe, donc l'intégrale (1) change 
de signe elle aussi. Le sens ‘de par- 
cours est parfois indiqué par une flèche 


Î dg = —Q j dg. 2 
ÿ g $ g (2) 


D'ailleurs, cette indication n’est utile 
que dans le cas du plan (n = 2). 


9.94. Calcul de l'aire Fig. 9.43. 
d'une figure plane à l'aide 
de l'intégrale curviligne. Soit une figure plane (fig. 9.43) 
limitée par les courbes y = œ;(x) et y = 2 (x). Son aire est 


b b 
S= À qu(r) dr — À qe(2) dx. (4) 


Notons que, par définition, les deux intégrales peuvent être 
considérées comme curvilignes, de sorte que 


D ou es 
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On peut noter alors 
S = {y dr + Jude (—L, est L, parcouru de B à À) 


* Li * = - 
et ajouter ensuite les intégrales (nulles) prises le long des segments 
verticaux (s’il en existe un ou deux); la 


ÿ G somme de toutes ces intégrales représente 
d l'intégrale prise le long du contour fermé: 
L3 Smÿrér= fr. (2) 
L 
rl ”T Ainsi, l'aire d’une figure s'exprime par 
| ine intégrale curviligne prise le long de 
Fig. 9.44. son contour L. 


= On peut établir uno formule plus 
symétrique. Notamment, en faisant changer de rôles les coordon- 
nées x et y, on trouver (fig. 9.44): 


d d 
S— ( Vi (y) dy — | Ve (y) dy = f z dy — { x dy 
e c tEs La 
ed { z dy = Ÿ x dy. (3) 
s La L 
L'addition de (3) et (2) et la multiplication par 1/2 fournissent 


{ 
Sr Prdy—yaz (4) 
L 


Le paramètre étant convenablement choisi, la formule (4) peut 
s'avérer plus commode que (1). Par exemple, pour une ollipse x — 
= a cost, y = bsint, on obtient directement 

2n 


S= à Prdy—ydr-+ À ab [cos {+ sin? 4] dt == ab. 
I. 


1=0 
est bon de comparer la formule (4) à la formule 


n AR 
Tedy+udr= | dep =2y| = (B)y(B)-2(4) (AY: 
A A 


pour un contour fermé T, on a 


Êz dy +ydr=0. 
r 
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D'une manière analogue, pour tout contour fermé T' et pour deux 
fonctions continues f(x), (y), on a 


Dre 0 Dot ay=0 
r 


9.95. Approximation d'une intégralo prise 
le long d'une courbe paruneintégrale prise 
le long d'une ligne polygonadle. Ici on se borne aux 
intégrales curvilignes de la forme 


À 0) dus + +. + fn (M) den (1) 
L 


en supposant que L soit un chemin dans l'espace 7-dimensionnel dont 
la représentation paramétrique est x, = x,(t), a <t<b, j = 
= 1,...,n, Îles fonctions #z;j(?) étant continues et telles que 


S (x; (08 >> 0. (D'ailleurs, on peut les supposer continues par 
jæi 


morceaux; alors on partage le chemin L en un nombre fini d'arcs 
avec zxj(t) continues.) 

Les intégrales de la forme (1) admettent l'estimation suivante 
par la longueur s(L) du chemin L: 


A CM) am +... +70 (M) azn| < 
L 


<mex V À AG. (D. (2) 


En effet, si l'on considère une somme intégrale Composée pour 
une partition IT, on obtient en appliquant l'inégalité 2.68(4): 


p-1l n p—1 n 
BDPALOLEAES) D 1 (Ma) x 
j=0 Rai j=û RQ 


n n p-i 
XV Zen V ER AN-E a 


où Ah, est la longueur de la corde M,M;,,. La somme des longueurs 
de ces cordes étant la longueur de la ligne polygonale MoM, . .. M,, 
elle ne dépasse pas la longueur s (L) de l'arc L même. En passant 
à la limfte on obtient (2). 

Supposons ensuite que les fonctions fe (M}, . . «+ fn (M) soient 
définies et continues non seulement sur la courbe Z, mais aussi 
dans un voisinage de Z qui contient toutes les lignes polygonales, 
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à côtés assez petits, inscrites dans L, Soient une partition I] = 
={a=t<t <:..<tp —=b} de l'intervalle [a, b] de varie- 
tion du paramètre t et Le une ligne polygonale à sommets successifs 
À = Mo Mu... M, = B sur la courbe L correspondant aux 
valeurs fo, ty, - .., to du paramètre {. On a 


lim [A UM) dei +» fa (M) den = 
d(ny0 S 


À A (M) di +. + fn (M) din. (3) 


L 
Il en résulte que, les intégrales le long de toutes les lignes 
polygonales d'un domaine de l'espace À; étant données, on peut 
calculer l'intégrale le long de toute courbe contenue dans ce domaine. 
Il suffit de démontrer la relation (3) pour n = 1: 


RL LS [#4 (0) de (4) 
(M 


En faisant la da nous omettons l'indice 1. Soit un 
e >> 0: choisissons un 8 >0 tel que 


p—-i 
jrona-Z 1 (M) Az] < e (5) 


pour d(Il) < 6 et que p(M, M” ) < 6 implique |f(M)—f(M')|<e. 
Considérons d’abord un seul côté de la ligne polygonale Ln, 
par exemple M;M,,,. On a, en se servant de l'estimation (2): 


| fiér=r(Mn | ar= nas, 
My" jet My jus 
et 

Î fO)as-f(M)4s|- 


MjMj4e 
Li) bé) 100 dz| = 
| { (M) —f (M) dz | <es (MM ju). 


MM je 
En sommant Pur di tous les De. on obtient 


j=0 


|! una jopam(<eS s(MyMjn)=es(Ln). (6) 
I] 
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Les longueurs-s (Lr) des lignes polygonales Lr étant bornées (elles 
ont pour limite la longueur de l'arc L), les inégalités (5) et (6) impli- 
quent la relation (4). Par conséquent, (3) est établi. 


Exereices 


1. Si f (x) est une fonction périodique sur (— , ), alors la fonction 
E 2 
rte) | 1@ 4 


est ee eo somme d’une fonction périodique et d’une fonction du pre- 
mier ré. 

2. Sif(r) et @ (x) > 0 sont bornées et intégrables sur [a, bl et si q(r) ne 
décroit pas, alors il exists un point Ë € {a, b] tel que 


b 
( f(x) @ (>) dz=p(b —0) Î Î (x) dz. 
Si op(z) >0 ne A pas, alors il existe : point nEla, b} tel que 
b 
f f(x) p(z) dz=9(a +0) \ f(x) d=. 
a 0 
nr ae Cie ee PARA 


b £ b 
Î f (&)p(z)dz=p(a+0) | f(a)dz + b—0) { f (>) dz 


(« second théorèms de la moyennes). 
4. Démontrer la formule d'intégration multiple par parties: 


b 
\ uotn+D (3) de = }u00m — voir +, (4 ut0o] 2 + — 104 Àutnano az 
C1 


Q y 


dans los suppositions convsnables aur la dérivabilité des fonctions u et pv. 
5. Pour une fonction bornée f (z) et pour un intsrvalle [æ, Bl. posons 


w[f: a. Pl= , sup nt)! (z°) 1. 


x”, x”Efa, 
Démontrsr que la fonction f(z) est intégrable surfa, b] si, et seulsment si. 
n—i 
lim O(f;:zy,z ‘{zyst — 2) = 0, 
AE 2 [ Jr Toul (zyst 1) 
où 


N={a=z ze. Crn=b}, d(f)=max(z;s—zy) (critère de Riemann). 
j 


22 3ak 2285 
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6. Démoutrer qu'une fonction monotone ct hornée est intégrable. 
7. Si une fonction f (x) est intégrable, alors la fonction | / (x) | l'est aussi. 
8. On appolle osctilation d'une fonction f (z) en un point c 10 nombre 


w|f; Sent ol a fl, a<e<f. 


Démontrer que pour qu'une fonction bornées f (x) soit intégrahls sur |a, b], 
il fau et il suffit que, pour n'importe quels e >> 0 et à => 0, l’ensemble des points 
c Ela, b} avec © [f: ce] > e appartienne à un nombre fini d'intervalles dont la 
sommo des longueurs est <Ô (critère de Du Bois-Reymond). 

9. Démontrer que pour qu'une fonction bornée f (x) soit intégrable sur (a, 
b], il faut et il suffit que, pour tout à >> 0, l'ensemble des points de discontinuité 
do f (z) soit inclus dans une famille finie ou dénombrable d'intervalles dout la 
somme dos longueurs est & à (critère de Lebesgue). 


10. Soit f (r) une fonction intégrable. Démontrer que la fonction F5 est 


intégrable elle aussi si elle est bornée. 
11. En Intégrant l'inégalité double sin ?r+13 < sinfnr < sin?n-iz sur l'in- 


torvaile 0 < x < <et en se servant des formules 9.51 (1), (2), établir la formule 
de Wailis (1656) 


AL mn 2 nn [I i 
D par dd 3 eee Gant) 1 1 


RE TL 


12. Soit / (z) une fonction continue sur un intervalle [A, 8] qui coutient 
deux points a et b (disposés d'une facon quelconque). Solt, ensuite FN — (a = 
æ Zgs Es + + +1 Tn = d} un ensemble de points de l'intervalle | 4, 8] (dieposés 
dans n'importe quel ordre). Formons une « somme intégrale généralisée » 

n—1 


inf D f (83) (ty 29), (1) 
j=0 
où Ey est un point quelconque entire zj et zj4rs. Démontrer que, pour 
n—1 
D Azyai—zyl<C et d(Tl)—=mex |zys1—z3]-+0, la somme (1) tend vers 


=Ù 
une limite et quo 


b 
en n—S J () de. (2) 
n—-1 


i3. Si, dans l'exercice 12, on supprime l'hypothèse 9) |rj;1—2;| << C 


m0 
eu bien on ne suppose que la continuité par morceaux de la fonction /(z), 
alors la somme (1} peut s'avérer divergente. 

14. Définition axiomatique de l'intégrale.) un 
posons que, à toute fonction f (z) continue par morceaux sur un intervalle |a, b] 
et à tout intervalle {æ, B] & [x bl on fasse correspondre un nombre I (/) saus- 
{sisant aux conditions suivantes: 

1) Ib (kf) =kI6 (/), pour toute constante k; 

2) LUE SL (&)= 16 (f +8), quelles que soient les fonctions / (x) et g (x) 
couLinues psr morceaux ; 


3) 1 (1)=B—a ; 
4) 18 (= 1% (1)+ 15 (4) quels que sient a <Y<B; 


5) 148 (/)| <Cseup]/f(z)| avec une constante fixe C.: 
Alors, quelle que soit une fonction f (z) continue par morceaux, on « 


B 
IE(N= Î f (x) dz. (3) 


15. La convergence de la série 9.74 (6) étant trop lente, elle est peu appropriée 
au calcul du nombre x. Montrer que le dévelcppement suivant, qui représente 
un moyen efficace de calcul de x, est valable : 


x 


1 1 { { 
6-73 (-gstas #7 +... )=052360 … 
Historique 


b 
Les problèmes géométriques qui, dans le langage moderne, sont notés | z dz 
o 


b 
ou Î 3 dz sont considérés déjà dans l'Antiquité (Archimède). Le calcul intégral 


dans notre sens avec 6es applications géométriques, mécaniques et physiques 
est l'œuvre du XV119 siècle et est essentiellement dû à Newton et Lelbnir. New- 


ton appelle fluxion une dérivée ot fluente une primitive. Les symboles det 


ainsi que les régles de calcul des intégrales indéfinies Spper one à Leibniz. 
Les [nrégrale curviligoes apparaissent pour la première fois chez Clairaut (1743). 

La définition rigoureuse de l'intégrale en tant que limite des sommes inté- 
grales est donnée par Cauchy (1821), après quoi la position du problème d'exis- 
tence de l'intégrale des fonctions de telle ou telle classe devient, enfin, possible. 
Cauchy propose une démonstration de l'existence de l'intégrale d’une fonction 
continus qui s'avère pourtant incorrecte, faute de notion de continuité uniforme. 
La première démonstration correcte de l'existence de l'intégrale d’use fonction 
continue est donnée par Darboux en 1875. Certaines conditions nécessaires et 
suffisantes de l'intégrabilité d‘uns fonction re sont successivement 
données par Riemann, Du Bois-Reymond et Lebesgue dans la seconde moitlé 
du XI1X9 siècle. En 1894 Stieltjes introduit une nouvelle notion d'intégrale en 
rapport avec certains problèmes spéciaux ; L XX® siècle, cette notion est large- 
ment piques à des questtone d'ordre gén al. En 1902, Lebesguo formule une 
potion d'intégrale plus er PRE que les précédentes ; dane les mathématiques 
modernes, elle jous un rôle décisif: premièrement, l'ensemble des fonctions inté- 
grables au sens de Lebesgue peut être considéré comme espace normé complet 
(c£. Troleième partie, chapitre 12}, et. deuxièmement, il devient possible de dé- 
gran classe de toutes les primitives d'après leurs propriétés intrinsèques. 


22e 


CHAPITRE 10 


Fonctions analytiques 


Ainsi, nous comparons une fonction 
analytique à un organismo dont le pro- 
riété caractéristique est de réagir en 
loc à touts action sur sa partie quelcon- 
que. 


G. Poiye et G. Szegÿ 
Problèmes et théorèmes de l'analyse (1924) 
$ 10.1. Définitlons et exemples 


10.11. Dans le présent chapitre, nous étudierons les fonctions 
f (z) définies sur un ensemble E du plan C, d'une variable complexe z 
et à valeurs daus le plan C, d’une variable complexe w. 

Définissons la dérivée par rapport à un ensemble £ & C, d'une 
fonction f(r) en un point non isolé ZÉE,. 

a. Définition. Un nombre À s'appelle dérivée par rapport 
à un ensemble E © C;, d'une fonction w = f (3) en un point non 
isolé z9 € E si, pour un e > 0 donné, il existe un 6 => 0 tel que les 
relations |[Z—%| <<, 2CEÆ, z=22, impliquent l'inégalité 
| A —_ 1@ T6) | <e. Le nomhre À peut alors être désigné 


par je (2). Il est, évidemment, la limite du rapport 


1 (s) — / (20) 
RER ( 


suivant la direction z + 20 qui est définie par la famille d'inter- 
sections de tout cercle | z — z, | < p dépourvu du point au centre 2, 
avec l'ensemble Æ. Cette définition rappelle celle de la dérivée d'une 
fonction réelle dans le domaine réel (7.11), qui en est un cas parti- 
culier: pour avoir 7.11, il faut choisir pour Æ un intervalle de l'axe 
réel contenant le point z, = z,. Tout de même, à côté d'une analogie 
apparente des dérivées dans les domaines réel et complexe, il y a aussi 
certaines distinctions essentielles qui seront précisées dans la suite. 

b. Si F est une partie de l'ensemble E et z, un point non isolé 
de l’ensemble F (donc aussi de £Ÿ, alors l'existence de la dérivée 
fe (2) impliquo l'existence de fx (2) ainsi que l'égalité 


fr () = fe (2). 
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Donc, la dérivabilité par rapport au plus grand de deux ensembles 
implique la dérivabilité par rapport au plus petit. La réciproque est 
manifestement fausse, ce quon verra sur de simples exemples. 

c. Si une fonction w = f (z) est dérivable en un point 2€ E 
par rapport à un ensemble E, alors le rapport (1) est majoré, pour 
Z—+ Ze, par une constante C: on a donc, pour zE€ Æ et |z —2,| 
assez petits: 


IfG) —fG@)1<CIz—- 2. 


Par conséquent, la fonction f (z) est continue sur Æ pour z = 4. 

d. Définition. Une fonction w = f (z) ayant sn dérivée 
par PRO à un ensemble E en tout point de Æ s'appelle dérivable 
dans E. 

e. Définition. Conformément à la définition 3.21, un 
ensemble & dans le plan C, qui, avec tout son point 3,, contient un 
cercle |Z2 — 29 | <<r (r peut dépendre de z,) s'appelle ensemble 
ouvert vu domaine. 

Un domaine G est dit connexe s'il est possible de joindre ses deux 
points quelconques 3, et z, par une courbe lisse par morceaux conte- 
nue entièrement dans &. 

f,. Définition. Si G est un ensemble ouvert dans C,, alors 
une fonction f (z) dérivable dans G est dite analytique dans G (on dit 
aussi holomorphe ou régulière). Sa dérivée par rapport à G est désignée 
par f’ (z) (sans indiquer l'ensemble G). En tout point z, € G, cette 
fonction est dérivable par rapport à n’importe quel ensemble Æ 
dont z, est un point non isolé, et l’on a 


fe (Go) = f” (8). 


g. Définition. Une fonctlon j (z) est dite analytique en 
un point 2, s'il existe un domaine & 3 z, dans lequel la fonction f (z) 
est définie et analytique. 


10.12. Exemples. 

a. La fonction f (z) = z est analytique partout dans le plan C, 
puisque l'on «a 

{{s) — 1 (to) _, 720 __ 4 
3— 2% 3— 19 

et f’ (2) = 1 pour tout 20- 

b. La fonction f (Z) = z = z — iy est dérivable en tout point 
Zo Par rapport à n'importe quelle demi-droite issue de z,, parce que 


Lt (60 —U — — 2 arg(z2—2,), 


donc 
fe (2) = — 2 arg(2— 2). 
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Par contre, la même relation montre que f (z) = z n'est pas déri- 
vable par rapport à un ensemble Æ contenant deux demi-droites 


différentes issues du point 25. À fortiori, z n'estune fonction analy- 
tique de z en aucun point 20 € C2. 


10,13. Propriétés générales de la dérivée. 
En raisonnant comme dans 7.13 et 7.15 on obuient les règles suivan- 
tes d'opérations sur les fonctions dérivables par rapport à nn ensem- 
ble E en un point 2. 

a. Si deux fonctions f (z) et g (3) sont dérivables pour z = 2 
par rapport à l'ensemble £, alors les fonctions af (z) (x est un nombre 


complexe quelconque), f (2) + g (2), j (z) g (2), LE 
(dans le dernier cas, on suppose que g (25) + 0). Les formules sui- 


vantes sont alors valables (pour 2 = 25): 


le sont aussi 


(af (z))s = afe (2), (1) 

(4 (2) + g(z))e = fe (2) + ge (2); (2) 

((2)g(Gh)e= fe (2) 8 (2) +f(2) 8e (2): (3) 

(£a) _ le G) 8 —/ (088 @) (4) 
8()/E 82 (2) 


b. Si une fonction w = f (2) est dérivable par rapport à l'ensem- 
ble Æ pour z = 29 et une fonction p = y (w) est définie dans un 
ensemble # contenant tous les points w = f (z) pour z € E assez 
proches de z, et dérivable par rapport à F pour w = wo = f (20), 
alors la fonction composée p (2) = w (f (z)) est dérivable par rapport 
à ÆE pour z =2,, et l'on «a 


PE (20) = Gr (u‘o) fe (20): 


©. 11 résulle de (1), (3) et 10.12.a que tout polynôme lP (z) — 
= ap" + a2""1+,., +a,est une fonction analytique ayant pour 
dérivée 
P'(3) = (a07" + @2" "+... + an) = 
= 214 (n—1)az"?+.., +an-. 


d. [1 résulte, cusuite, de (4) que toute fonction rationnelle c'esl- 


à-dire tout rapport Te de deux polynômes P (z) et Q (2), est analy- 


tique partout sauf aur racines du dénominateur Q (2). 


10.14. Dérivées d'ordres supérieurs. Les déri. 
vées d'ordres supérieurs d'une fonction f (2) par rapport à un ensem- 
ble E sont définies par récurrence, tout comme dans le cns d'une 
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varioble réelle : 
ET) = LÉ" (le (n=1,2, ...) 


si les dérivées en question existent. Une fonction f (z) qui a ses 
dérivées successives, y compris la n-ième, par rapport à un ensem- 
ble E est dite n fois dérivable par rapport à l'ensemble E 

Pour deux fonctions f (z) et g (3) n fois dérivables par rapport 
à un ensemble E, on a les formules: 


[af (2)K = aff" (2) (œ est un nombre complexe quelconque): (4) 


(f (2) +8 (8 = (2) +88 (2) ; (2) 
HMORION MED er FE (2) (2). (3) 
Re 


Ces formules se démontrent de même façon que celles de 8.12 pour 
le cas d’une variable réelle. 


10.15. Différentielle. 

a. Comme dans le cas d’une variable réelle (7.31), l’accroisse- 
ment d'une fonction w : f (z) dérivable par rapport à un ensem- 
ble Æ en un point z, peut être mis sous la forme 


1 (2) —1 (20) = fe (20) (2— 20) + € (2, 20) (2 — 20), 


où € (z, zo) tend vers zéro pour z —+ z. Le premier terme représente 
la partie linéaire principale de l'accroissement. La quantilé 3 — 3, 
est désignée par d££ ou par ds tout court, fr (25) -(Z2 — 29) par dw ou 
dw (2). Donc, on peut noter la dérivée fs (2) comme suit 
, dw dw 
RG)=T= x: 
b. Tout comme dans 7.33-7.34, on établit les formules suivantes: 
Quelles que soient une fonction w = f (z) dérivable par rapport 
à un ensemble Æ et une constante complexe æ, on a 


d(aw) = a dw : (4) 


quelles que soient les fonctions w, et w, dérivables par rapport à un 
ensemble Æ, on a 


d(w, +w,) = du, + du, (2) 
d'(w,w,) = w, dw, + dus wi; (3) 
d (2) =" RÉ (pour u2 (20) 56 0). (&) 


e. Si w = f (z) est dérivable par rapport à Æ pour z = 2, et si 
une fonction p = œ (w) est définie sur un ensemble F contenant lous 
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les points w = f (z) et dérivable par rapport à F pour w = w, = 
= f (20), alors dp = @’ (w) dw = ç’ (w) w’ (z) dz, de sorte que la 
difjérentielle d'une fonction ne change pas de forme lorsque la variable 
indépendante devient fonction d'une autre variable indépendante. 


10.16*. Conditions de Cauchy-Riemaun. Don- 
nons d’abord la définition d'une dérivée partielle. 
Une fonction F (x, y) étant définie dans un domaine G du plan 
des variables réclles z, y, le nombre 
lim£et: or ÿo) | 
hr 0 
s'il existe, est appelé dérivée partielle de la fonction F (x, y) par 
rapport à la variable x au point (xs, Yo) € G. D'une façon analogue, 
le nombre 
lim £ Go vo+h)— F (xo: vo) 
h=0 h 
est la dérivée partielle de la fonction F (x, y) par rapport à la variable 
y au point (xs, Yo) € G. Lo premier de ces nombres est désigné par 


= Fr to Yo) et F, = F, (xo, Yo) respectivement. 

Soit w — {1 =u (2) + lu(z) = u (x, y) + iv (x, y) unc fonc- 
tion dérivable pour z = 25 = Z9 + iÿo par rapport à un ensemble E 
qui contient le point z, ainsi que quelques segments contenant ce 
point et parallèles aux axes des coordonnées. 

Posons z2=2+h€CE, h étant réel. Alors z — z5+4- A = (x +, ye) 
et J'on a 

{t3)— Go) _u (89 + h)— u (20) 0 (to +h)— v (29) 
Ne 4) 
L'existence de la limite du rapport (t) implique l'existence des 
limites 
lim +h: Lo) 2 Cor yo) = Co vo) 


h—0 
im Eeet ne yo) _ AT yo) 
h—10 
et l'égalité 
’ (a ; . 4 ‘ 
Fe (20) = Env) + ; PE vo) (2) 


Posons z2=29+ikCE, h étant réel. Alors z2— 29+ ik = (ro, Yo + 
+h) et l’on a 
1(2)—1/ (co) _ u Con u (29) i a+ e (20) _ 
Z— 20 ih 
_U(zo, yo+h)—u . nos Yÿo+h) — (20, Yo) 
=== re rh = a ——— h L1 
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L'existence de la dérivée /E (Z) implique l'existence des limites 
lim Wu (Zur ÿo +R) — u (Zn: Vo) —_ ûu [The 10) 


h—0 h 0y 
. _U(zo.e Ho+h)—v(zn vu) __ dv (<o. yo) 
ne h 7 
et l'égalité 
’ . Ou (xp, Yo) , dr (To. vu) 


En comparant (2) et (3) on voit que, en tout point z Où j# (zo) 
existe, on a les relations 


ôu (zo: ÿo) — 2v (zu Vo) 
UE Ôy ‘ 


dt (zo: Yo) . __ Ou (ro, Yo) () 
Oz ôy 


appelées conditions de Cauchy-Riemann. 


10.17*. Eu particulier, si une fonction ÿ (z) est analytique dans 
un voisinage d’un point z,, alors les conditions de Cauchy-Riemann 
sont satisfaites en tout point de ce voisinage. Inversement, si les 
conditions de Cauchy-Riemann sont satisfaites dans un voisinage 
du point z, et si les fonctions 22 nt sont continues, alors 

, oz ? dy EL ôy L 


la fonction f(z) est analytique dans ce voisinage. En effet, 
soit un À = p + ig si petit que zo + h appartient au voisinage 
mentionné. Formons la différence 


1Go+h) — f (to) = 
= lu (zx + p, y +9) +iv(z + p, y+ g)l— lu (x, y)+iv (x, y)1= 
=u(r+p y+o) —-u(syl+ilv(z + p, y +qg — vx, pl. 


Transformons les expressions entre crochets. Nous avons 
u(r+p y +gqg)—ut(z, y) = 
= ur +p,y+g) —u(z. y +0 + lus. y + g) — us, pl. 
Appliguons la formule de Lagrange 7.44 à la première différence 
considérée comme fonction de zx: 
uG+py+g—u(z y+g =u.(z + Gp, y +q)p, 


où u, est la dérivée par rapport à x et 6, un nombre entre 0 et 1. 
D'une manière analogue, en appliquant la formule de Lagrange 
à Jan deuxième différonce, fonction de y, on a 


ut y+q) —ui(z, y) = u, (x, y + 62q) q. 
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En effectuant les transformations analogues de l’autre crochet 
dans (1) on aboutit à la relation 


fa+h)—f{(2) = lus (x + 6p, y + 9) p + 
+ u, (x, y + 629) qi + à lu, (x + 63p, y + q) p + 
+ 2, (x, y + 04) gl. 


En se servant des conditions de Cauchy-Riemann, on met cette 
différence sous la forme 


f@a+h)—}f(2) = lus (z + ip, y + 9) p + u, (x, y + 02) gl + 
+ ilu, (x, y + 04g) q — u,, (x + 6:p, y + 9) pi. 


En vertu de l'hypothèse sur la continuité des fonctions u, et u,, 
on à ensuite: 


fG@+h)—-1{(4)=u;:(x y) Gp + ig) — lu, (x, y) (p + ig) + 
+ e& (p, 9) p + e2 (p, q)q, 
où &, (p, g) et e: (p., 4) tendent vers O avec p et qg. Par conséquent, 


f(a+h) —/ (3) es (P, g,P+ez(p. 9)q (2) 
5 —— , 


=u,; (zx, y) _— lu, (z, y) + 


p+ 19 
Estimons le dernier terme. On a Er I<t l<t. d'où 
ë! (p. g)P+ea(p, 9)qg [<e (p, g)|+|1e2(p, g) |: 


p+riq 
La dernière quantité tendant vers O avec p et q, l'expression (2) 
a u, — {u, pour limite lorsque k — 0. Ceci veut dire que la dérivée 
de la fonction f (z), pour z = z2,, existe et vaut u, (Zo) — iu, (29). 
Le théorème est démontré. 

Si l’on introduit la notion de fonction différentiable de deux 
variables, on peut formuler les conditions de Cauchy-Riemann sous 
forme de critère nécessaire et suffisant de l'analyticité. (Cf. exerci- 
ce 6.) 


10.18*. Dans la suite (10.34), on verra que toute fonction analy- 
tique f (z) possède ses dérivées d'ordre supérieur quelconque. Quelles 
sont les conditions imposées aux parties réelle et imaginaire de f (z) 
êtu (z, ÿ) la 
—— 
dérivée partielle seconde de la fonction u (x, y) par rapport à la 
variable zx (c'est-à-dire la dérivée seconde de la fonction u (x, y) 
en tant que fonction de x seul, avec un y; constant). La dérivée par- 


dtu(z, y) 
7 pm 


par l'existence de la dérivée seconde? Désignons par 


tieile seconde a un sens analogue. 
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Les mêmes raisonnements que dans 10.16 nous conduisent aux 
relations suivantes 


êv du  . dv 
r&=u@) KA == 
__{ à (- Car à _ __ 03 , 2 
+1 d \i og "IRL F)= 7 y oi 
En égalant les parties réelles et imaginaires on trouve 


d?u du 82v , dv 
ati 0, di Tai 0. 
L'équation | : 
2° (7, y) 9*p(z, ÿ) _ 
Tan ta 0 
s'appelle équation de Laplace; une fonction réelle continue qui Jui 
satisfait dans un donaine G& s'appelle fonction harmonique dans G. 
Nous voyons que les parties réelle et imaginaire d'une fonction ana- 
lytigque dans un domaine G sont des fonctions harmoniques dans G. 

Inversement, toute fonction u (x, j) harmonique dans un domai- 
ne G est la partie réelle d'une fonction analytique f (z) (et, bien 
entendu, la partie imaginaire de la fonction analytique if (z)). 
On le verra dans la Troisième partie (14.49.c). 

Deux fonctions harmoniques uw (x, y} et v (x, y) représentant 
respectivement les parties réelle et imaginaire d'une fonction analy- 
tique f (z), c'est-à-dire liées par les conditions de Cauchy-Riemann, 
sont appelées fonctions harmoniques conjuguées. 


$ 10.2. Intégrales curvilignes de fonctions complexes 


10.21. Nous considérons ici les intégrales curvilignes prises 
le loug des chemins lisses par morceaux (9.91) dans le doinaine 
complexe. 

Dans 9.91, on a défini l'intégrale curviligne de Stieltjes 


| 1(M)de (M), 


où f [M (t)l est une fonclion continue par morceaux, g [M (t)] une 
fonction continûment dérivable, les deux étant réclles. Cette inté- 
grale sc réduit à l'intégrale définie usuelle 

b 


b 
JIM Ode MOI = À FM EE OU ae, 


où [a. b| est l’intervalle de variation du paramètre £ qui correspond 
au chemin L. Nous allons étendre la définition au cas où les fonc- 
tions { (M) et g(M) prennent des valeurs coinplexes. 
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Si la fonction f (M) prend les valeurs complexes f (M) = f, (M) + 
+ ifa (M), où f, (M) et f2 (M) sont réelles, alors l'intégrale curvi- 
ligne de Stieltjes est définie par la formule 


| 1(M)dg (M)= [ fi (M) de (M)+i [UN de (M) 


(la fonction g (M) est réelles). D'une façon analogue, si f (M) est 


réelle et g (M) complexe, de sorte que g (M) = 8: (M) + ige (M), 
alors on pose 


ELU (M)= Î ALL TCO RER (M) de (M). 


Lorsque les deux fonctions f (M) = f, (M) + if, (M) et g (M) = 
= g, (M) + ig2 (M) prennent des valeurs complexes, on est amené, 
naturellement, à la définition 


( 1 (M) de (M)= | CM) dei (M) — fa (M) de (M) + 


L 
+i Î 11 (M) de (M) + fa (M) dur (M). 


Dans le cas du plan (n = 2), pour g(z,y)=1z=z<+iy et 
1(z, y) = u (zx, y) + iv (x, y), on obtient la formule 


EC DR (1) 
L 


Dans ce cas, il est possible de donner une définition directe de 
l'intégrale complexe (1), notamment 
[. 


(inde lin, 2 fnu8s, 2) 


où Il est une partition du chemin L, 2, = (x,, y,) le j-ième point 
de division et Az, = 21,,,; —z,. En effet, on a 


: RACTENIEUTES S u (zss Vs) AS V'(Zy, 45) Ays + 
}j=0 j=0 j=0 


m-1 m-1 
+i À, u (Zy, Yy) ay + à, V(Zs, yy) Azy, 


et cette expression tend exactement vers (1) lorsque d (Ti) —> O. 
De la représentation (2) on déduit aisément les propriétés princi- 
pales de l’Intégrale: la relation 


Ÿ Lœuh Ce, + œafa(e, y ds = a fhandte (hand (6) 
L L 
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quelles que soient deux fonctions intégrables f, (x, y) et f2 (x, y) 
et deux constantes complexes à, et æ3: la relation 


ECTS ES y) de+ À f(x, y) de, (4) 
' La 


où Z est un chemin lisse par morceaux, formé de deux parties 
adjacentes L, et L: avec un même sens de parcours; la majoration 


1 na] < (UE ld<smplfe ns E) 


où s (L) est la longueur du chemin L. 
Parfois, pour préciser une propriété du chemin d'intégration, 
on emploie des symboles spéciaux 


És EL 


Le preinier symbole signifie que l'intégration sc fait le long d'un 
contour fermé; les deuxième et troisième précisentle sens de par- 
cours : les quatrième et cinquième montrent que l'intégration s’effec- 
tue le long d'une droite et indiquent le sens de parcours, le sixième 
que le contour d'intégration représente une demi-circonférence 
parcourue dans le sens indiqué. En général, le sens d'un symbole est 
révélé par le texte ou par une figure. 


10.22. Considérons une suite de fonctions f, (z) définies sur un 
chemin lisse par morceaux LL C;,. Supposons que les fonctions 
fn (Z) Y convergent uniformément vers une fonction f (z). Si les 
fonctions f, (z) sont continues sur Z, alors il en est de même de la 
fonction limite f(z) (5.96). 


a. Dans l'hypothèse formulée ci-dessus, on a 
Î f(e)de= lim fn (2) d2. 
L 
En effet, il résulte de 140.21 (5) que 
| In (an de] max (6) — pates (2) 


co qui Conduit au résultat cherché. 

b. Si, de plus, les fonctions f, (2) et f (z) dépendent d'un para- 
mètre À qui parcourt un ensemble À, de sorte que l'on puisse noter 
În (2) = fn (À), f (2) = f (4, À), et si la convergence de f, (z, À) vers 
f (z, À) est uniforme par rapport à À, c'est-à-dire que 


cb à [hR GN—-fGNI-+0, 
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alors les fonctions 
Fa) = ( fa (&, À) d 


convergent elles aussi vers La fonction 


FÜ)= (1e. À) dz 


uniformément par rapport à À € A. 
C'est encore une conséquence de l'estimation 10.21 (5): 


FU A) de, Mi de] <supl fn Ge 16 D)1es (D: 


10.23. Théorème de la moyenne. Sif(z) est con- 
tinue par morceaux sur un chemin lisse L ={zz =2(t),a St <b}, 
et si z' (ts) O0, la fonction f (z) étant continue en z = 19 = 2 (to), 
alors 


Î f@d=f(æ) 


L(z, 20) 


lim 
210 7 


où L(z, 39) est la partie du chemin L entre les points z et 25. 


Démonstration. En cas de f(z) = f (z) = const, la 
conclusion du théorème résulte immédiatement de la définition de 
l'intégrale. On peut donc se borner au cas où f (zo) — 0 (sinon, on 
retranche la constante f (z,) de la fonction f (z)). Pour un e > Q 
donné, on trouve un 8 => O tel que z2E€ L, | z — 2, | 8 implique 
[f (3) | e. Alors, d'après 10.21 (5), on a 


| Î 1 () de] <e-s(L (a, Zo)). 


L(z, 2e) 
Donc 
d 
PRE «| <cetCt 20)) (1) 
1z2—21 T3— 201 


Or, le chemin L étant lisse, le rapport de la longueur d’une partie 
du chemin 4 celle de la corde qui la sous-tend converge vers 1, pour 
3—+ 19 (9.63.f). Par conséquent, pour |z— z, | assez petits, la 
majoration (1) peut être remplacée par 


| fe) | < 2, 


2— 3) 
L(z, zo) 


d'où le théorème. 
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10.24. Soic f (z, €) une fonction de deux variables complexes: 
la variable z = x + iy parcourt un chemin lisse par morceaux Z 
dans ie plan des z et la variable £ = £Ë + in un chemin lisse par 
morceaux À dans le plan des £. On suppose que la fonction f (3, £) 
soit continue par rapport à l'ensemble des variables, c'est-à-dire 
que, pour tout e => O, il existe un 6 => 0 tel que les relations 
22 IS6, E—L' IS, 23€L. Lt EA impliquent 
[f(z, L)—f(z, 5) 1 <e. Alors chacune des intégrales 


I (E)— \ fe tds, J()= (dt (4) 
A 


représente une fonction continue de la variable correspondante, et l’on a 


{ {fre pa} af {[ re ba} æ. (2) 
Ê A A L 


Dans 9.82, on a démontré le théorème analoguo pour les fonctions 
réelles. Or, on a vu plus haut qu'une intégralo prise le long d’un 
chemin complexe est une combinaison linéaire d’intégrales par 
rapport à une variable réelle. Notre affirmation résulie donc directe- 
ment du théorème 9.82. 


10.25.a. Soit w — f(z) une fouction dérivable par rapport 
à un ensemble E contenant un chemin lisse par morceaux ZL dont 
l'origine est z, et l'extrémité z;. Alors, la formule de Newton-Leibniz 


| f1 (2) de = f (31) —f (&0) 


est valable. 

En effet, soit z =2z(t), to St ti, une représentation paramé- 
trique du chemin ZL, avec la fonction z (t) lisse par morceaux, ct 
soit F (4) = f (z (t)): Alors, d'après le théorème sur la dérivée d’une 
fonction composée 10.13.b, on a 


fL (c) dz (t) = dF (+). 
d'où 
tt 


{ fi (2) = \ dF(t)= F(t;)—F (to) = f (23) —f (0), 


ce qu'il fallait démontrer. 
b. En particulier, si w = f (z) est une fonction analytique dans 
un domaine G, on a 


( f'(z) d2 = f (2) —f (20) 
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pour tout chemin lisse par morceaux L qui joint ies points z, et zo 
(et qui est inclus entièrement dans G). Il en résulte que l'intégrale 
de f’ (z) prise Le long de tout contour fermé lisse par morceaux LE G 
vaut (0. 

€. Ainsi, l'intégrale le long d'un contour fermé L d'un polynôme 


PG)=satas+t...+a,z" 


est nulle, puisque le polynôme P (z) est la dérivée du polynôme 
sntri 


Pie) = ag as De + an 


10.26. La propriété 10.25.b est inversible. Soit g (z) une fonction 
donnée dans un domaine connexe (10.14.e) & et telle que son intégrale 
le long de tout chemin fermé lisse par mor- 
ceaux L dans Gest nulle: 


Dora 0. 


Il existe une fonction f (2) analytique dans Le 
domaine G et telle que f’ (z) = œ (x). 
Pour le démontrer, fixons dans le domaine 
Fig. 10.1 Gun point quelconque z, et considérons un 
autre point arbitraire z, ainsi qu'un chemin 
lisse par morceaux L, € G joignant z, et z. Posons 


= | e at. 


La valeur f (z) ne dépend pas du choix du chemin menant de #5 à z. 
En effet, s'il y a deux chemins z,pz et Zogz, on peut en former le 
contour fermé zg2zpz (fig. 10.1), l'intégrale le long de ce contour 
étant nulle par bypothèse; par conséquent, on a 


foud= (poa— | ot [pa 


æaPr 2093 zq2oPz z05 

Démontrons que f(z) est une fonction analytique. 

Pour un z donné, choisissons un nombre p >>0 tel que le cercle de 
rayon p centré en z appartienne au domaine G. Soit, ensuite, un 
nombre complexe hk, | k | p. Puisque le chemin qui va de z, 
à z + hk peut être choisi arbitrairement, nous le construisons en 
ajoutant au chemin déjà fixe de z, à z le segment de la droite passant 
par z et z + h. Nous avons alors 

2h 


z th 
te+n—tt= | ota-(ota- (e(t 
19 z 
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et 


sh 

h)— 1 

LG+h) et | p (L)dt. 
[4 

Cette quantité tend vers œ (z), lorsque hk + 0, an vertu de 10.23, 

d'où l'analyticité de f (z). 


10.27. Soit f (z, &) une fonction de deux variables complexes: 
la variable z = x + iy parcourt un domaine @& dans le plan des z, 
la variable £ un chemin lisse par morceaux A. On suppose que la 
fonction f (2, &) soit analytique dans &G pour tout £ € À et que la 
fonction f (z, 6) ainsi que sa dérivée f, (z, £) soient continues par 
rapport à l'ensemble des variables z € G, & € À. Formons la fonction 


D(1= À f(2, 5) à. 
A 
Théorème. Dans les conditions formulées ci-dessus, la fonc- 
tion © (z) est analytique dans le domaine G. 


Démonstration. Considérons la fonction 
p(a= [ft 0 dt. 
A 
Nous disons que, pour tout contour fermé L € G, on a 
J p (z) ds =0. 


Ln effet, d'après 10.24 et 10,25.b, on a 


te] {fre Dat} &= Î {fre ui dr} &=0 


En vertu de 10.26, il existe une fonction O, (z) analytique dans 
le domaine G dont œ (z) est la dérivée, et, de plus, toujours d'après 
10.24, on a 


œuta= [ota)de= ( { [te Dadt} du= 
ze Z0 À 


= { are D)da} dt | (2, E)dt—( f(20, 8) dt. 
A 10 


A A 


La différence de ®, (z) et © (z) étant constante, nous voyons que 
D (z), de même que Du(z), est une fonction analytique dans le 
domaine G. 


23 32xk 2285 


354 CH.19. FONCTIONS ANALYTIQUES 


10.28. Considérons ure fonction de la forme 


__ { 1@) 
| de (4) 


où f (&) est continue sur un chemin lisse par morceaux A et le point z 
est extérieur au cheinin. Ainsi, la fonction F (2) est définie dans le 
domaine G qui est le complémentaire du contour A par rapport 
à tout le plan G,. Désignons par G, l’ensemble des points du domai- 
ne G pour lesquels sup |z — Ë | => p. Quel que soit un pointz€£6G, 
il appartient à un G, si p est assez petit. Notons maintenant quo la 


fonction 
1(£ 3) = en 


est analytique en z dans le domaine G et, qui plus est, possède dans G 
ses derivées de tous les ordres: 
L{ 
Ne, D = 
[Il est évident que ces dérivées sont continues par rapport à l’enscm- 


ble des variables £ € À, z € G,, pour tout p, et analytiques en z dans 
le domaine G. En appliquant le théorème 10,27 on obtient: 


Théorème. La fonction F (2) définie par l'expression (1) est 
analytique dans le domaine G et, qui plus est, y possède ses dérivées 
de tous les ordres qui sont analytiques elles aussi. On a 

F (2)=n! [OR 


[ta —2)n+i 


Une intégrale de la forme (1) est appelée intégrale du type Cauchy. 


$ 10.3. Théorème de Cauchy et ses conséquences 


On réunit, dans le présent paragraphe, les résultats fondamentaux 
de la théorie des fonctions analytiques (qui sont trouvés, pour la 
plupart. par Cauchy). 


10.31. Un domaine connexe @ (10.11.e) est dit simplement 
connexe si tout polygone dont le contour est inclus dans G& peut être 
mis sous la forme d'une réunion finie de triangles qui se trouvent 
dans G avec leur intérieur. Par exemple, un cercle ouvert, ninsi que 
tout domaine convexe (qui contient, avec ses deux points quelcon- 
ques, le segment qui les joint) sont simplement connexes, tandis 
qu'une couronne circulaire r, <}2 | <r2 ne l'est pas (fig. 10.2). 
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10.32. Théorème de Cauchy. Pour urñe fonction } (2) 
analytique dans un domaine simplement connexe V, on a 


rt) &=0, 
L 
où L est n'importe quel contour fermé contenu entièrement dans le 


domaine V. 


Démonstration. Nous avons vu dans 9.95 que l'inté- 
grale prise le long d'une courbe est la limite des intégrales prises 


Fig. 40.2, Fig. 40.3. 


le long de lignes polygonales; il suffit donc de démontrer le théorème 
de Cauchy pour un polygone. Le domaine V étant simplement 
connexe, on peut partager le polygone L en triangles T;, ..., T,, 
sans sortir du demaine; on aura (fig. 10.3) 


Prea=®ree..+ a 
Ti Tm 


(les intégrales sur les segments à l'intérieur du polygone se réduisent. 
ces segments étant parcourus deux fois uans les sens inverses); il 
suffit donc de démontrer le théorème de Cauchy pour un triangle. 

Considérons un triangle quelconque 7 dans le domaine V ct 
dégignons par p son périmètre, par c la valeur absolue de l'intégrale 


4) { (2) dz. 


Partageons le triangle T cn quatre triangles égaux T,, T,;. Ta, T, 
en jolgnant les milieux de ses cotés par les segments de droite 
(fig. 10.4). On aura alors 


Dr ds = dre a+ D rtrrar+ d rede+ D 14 de 
T Ts 3 3 Ta 


23% 
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Donc, pour l'un au moins des triangles, par exemple pour T';; on 
a l'inégalité 


[D 60 &|>T 


Partageons le triangle T', encore une fois en quatre triangles 
égaux Tips «+ Ty et choisissons-on un, par exemple 7;,, pour 


lequel 
Praaæl>zl Ÿ (2 dz 
Ti 


T1} 


€ 
273: 


Si l'on continue Indéfiniment ce processus, on aboutit à la suite 
des triangles emboîtés T;,=T;, T2 — 
T Tir, . .. tels que 


CICFIES (1) 


PANZZAN Chaque triangle 7, (considéré avec son 
—— 


intérieur) est un ensamble compact dans Île 
; plan C; = À; (5.14.e); en vertu de 3.96, 
Fig. 10.4. il existe dans le plan un point z, commun 
à tous ces trianglos. 
La fonction f (z) est dérivable en ce point comme partout dans 
le domaine V; la définition de la dérivée nous donne que, quel que 
soit un e >> 0, il existe un 6 >> 0 tel que, si | z — z5 | 6, alors 


# (2) = f (to) + f' (20) (2 — 20) + Ri (2, 20), (2) 


où | À, (2, 20) | ee | z — zo | (10.15). Le reste R, est une fonction 
au moins continue (en z), puisque les autres termes de l'égalité (2) 
le sont. Estimons maintenant l'intégrale de f (z) le long du trian- 
gle 7, contonu dans le cercle de rayon 6 centré en zs. En nous servant 
de la relation (2), nous avons 


b; (z) dz = j (25) dz + f° (20) Ê (z— 2) d:+ R, (z, 20) dz. 
Tn TA Tn Tn 


Les deux premiers termes dans le second membre sont nuls 
d'après 10.25.c. Le périmètre du triangle 7, valant Le; on a on 
appliquant l'estimation (2) du reste Æ,: 


RICEIQULTE a) de | <e££. 
n Tr 
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En comparant cette inégalité et (1) on voit que 
2 


m<e c< ep}. 


Le nombre & étant arbitrairement petit, on a c = 0, et le théorème 
de Cauchy est démontré. 


10.33. Formule de Cauchy. 

a. Un cercle |z— a | << À dépourvu du point z = a fournit 
un exemple de domaine non simplement connexe. La fonction 
GET (m = 1) est analytique dans ce domaine (et ne l’est pas 


dans tout le cercle |z— a |  R}). Calculons l'intégrale 


ds 
J (s—a)m? 


où Z est la circonférence de rayon r << À centrée en a. Choisissons 
pour paramètre l'angle polaire @; alors z—a—ret?, (z2— a)" — 
= r''eim®, dz =iret do, et l'on a: 

2n 


qû 
et(i-m)oç]2x 
TES à = 0 (m # 1), (1) 
== 2n 
à dp=2ni (m—1) (2) 


Pour m = 1, l'intégrale vaut 2ni = 0, ce qui montre, entre 
autres, que l’hypothèse de connexité simple dans le théorème de 
Cauchy est essentielle. 

b. Signalons entore une propriété importante des intégrales 
suivant les contours fermés dans un domaine non simplement con- 
nexe. Si, dans un domaine V (que l’on ne suppose pas simplement 
connexe), une fonction analytique f (z) est définie et si deux contours 
fermés lisses par morceaux L, et L, sont choisis d'une manière 
indiquée fig. 10.5 (ces contours et une ligne 7 lisse par morceaux 
qui les joint forment la frontière d'un domaine simplement connexe), 
alors on a 


À f (2) da == À / (2) dz. (3) 
L, La 


En effet, ayant donné le domaine simplement connexe mentionné, 
établissons le sens de parcours de sa frontière ramme suit : le contour 
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L, est parcouru dans le sens positif (contre l'aiguille d'une montre), 
le contour L, dans le sens négatif (celui de l'aiguille d’une montre), 
et la ligne 7 qui Les joint est parcourue deux fois daas les sens inver- 
ses (fig. 10.5). D'après le tbéorème de Cauchy 10.32, on a 


o=Prea= fiat fs de + 1 (de + @ ras, 
L: T7 


d'où (3) si l'on se rappelle qu'une intégrale curviligne change de 
signe lorsqu'on inverse le eens de parcours du chemin d'intégra- 
tion (9.91). 

Le cas de la fig. 10.5 n’est pas le plus 
ho L, général. Tout de môme. il est suffisant 

pour nos besoins ultérieurs. 
e. Appliquons la propriété ci-dessus 

LD au calcul de l'intégrale 


rgiié 


le long d'une ie ferméo Z cou- 
tournant Île point a dans le sens positif. 
La fonction f(z) est supposée analytique dans un domaine 
simplement connexe V contenant le point a et le contour ZL. La fonc- 
tion 1e a, dans le cas général, une singularité pour z — a (c.-à-d. 
peut ne pas y avoir de dérivée), donc l'intégrale Z peut être non 
nulle. Néanmoins, la fonction 2 étant analytique à l'extérieur 


de à de même que f (2), il est possible, d’après ce qu’on a vu plus 
haut, de remplacer le contour L par une circonférence d'un petit 


rayon e centrée en a, sans changer la valeur de l'intégrale 7. Posons 


f(2) = f(a) +R (2). 
La fonction 20 est continue, avec j (z), pour za; elle tend 
vers f’ (a) lorsque z + a; elle est donc bornée dans un voisinage du 
point a; soit, par exemple, [A] < M. On a alors 


OL { (s) ds 
Bas Ÿ e=lto) $ + Ÿ Sa (4) 
L ]z-uf—8 }r2-a|=8 ]z—al=8 
Le premier terme dans le dernier membre vaut 2xi-f (a) d'après 
10.33 (2). Pour le deuxième, ou obtient en vertu de 10.21 (5) 


Rs 4 | < M-27e. 
2—0 


Fig. 10.5. 


Jean 
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Ainsi, is deuxième terme tend vers 0 lorsque € —> 0. Comme deux 
autres membres de (4) ne dépendent pas de e, on obtient à la limite: 


1= PIE L onif (a) 
L 


ou bien 


f(a)= 2 POS, (5) 
L 


La formule de Cauchy (5) est l'une des plus importantes formules 
de la théorie des fonctions analytiques: elle représente les valeurs 
d'une fonctiou analytique à L'intérieur d’un contour fermé L en 
fonction de ses valeurs sur ce contour. 


10.34. Théorème. Une fonction w = f (3) analytique dans 
un domaine G possède, dans ce domaine, ses dérivées de tous Les ordres 
qué sont analytiques elles aussi. De plus, on a 


(n) __nÎ 1 (©) d£ 
Î =D er - (1) 


où l'intégrale est prise le long de n'importe quelle courbe fermée L 
qui contourne le point z dans Le sens positif et est contenue dans le 
domaine G. 

En effet, la formule de Cauchy 10.33 (5) montre que j (z) est 
représentable, dans G, par une intégrale du type Cauchy ; il reste 
d'appliquer le théorème 10.28. 


10.35.a. Théorème. Toute fonction w = f(3) analytique 


à l'intérieur d'un cercle V ={2: |z — 20 | r} se développe en une 
série de puissances 


(= Ÿen Es)" (1) 


qui converge à l'intérieur du cercle V. 


Démonstration. Nous partons de la formule de Cauchy 
_! d 
1 (2) = pr 10 
À 


qui est valable pour tout contour À ={£: | — 201 = r — 6} et 
pour tont point z intérieur à A. Dans ces conditions, on a: 


Re EL 3—=% 
Ç—s L—30 ,__2—2% 2 (= 


E— 2 


360 CH:t0. FONCTIONS ANALYTIQUES 


La série obtenue converge uniformément sur À par rapport à £ d’après 
l’eslimation 


[== = <1 


et le critère de Weierstrags 6.53. Vu le théoréine 10.22.b, on a 


1) = FE L > =)" à&- 


n 1 (9 & 
= D 6-4) Fr $ (E— 30) ? 


n=0 


ce qui fournit le développement cherché ainsi que l'expression du 
coefficient a, : 
1 1 (4) di ‘ 
Gr = nr PET @) 
À 


b. En vertu de 10.34, nous avons 


PR La De (3) 


n° 
Ceci permet de renforcer le théorème a: 


Théorème. Toute fonction w = f (z) analytique à l'intérieur 
d'un cercle V =4{2: |z— 25 | <<r} se développe, dans ce cercle, 
en la série de puissances 


1)= D 2 f0 (30) (2— 20)". (4) 


ñn=0 


La série (4) s'appelle série de Taylor pour la fonction analytique 
{(z) dans le cercle V 


e. Conséquence. St une fonction f (z)est analytique dans 
un cercle V ={2: |z — 29 | r} et que fM)(z0)=0 (n = 0, 1,...). 
alors f(z) = O dans le cercle V. 


10.36.a. Nous disons qu'une suite (série) de fonctions f, (2) 
définies dans un domaine G converge uniformément à l'intérieur de G 
si la convergence de cette suite (série) est uniforme sur tout compact Q 
inclus dans G. 

Notons que le compact Q inclus dans G peut être contourné par 
une courbe fermée lisse par morceaux qui soit incluse olle aussi 
dans G. En effet, tout point zu € © peut être recouvert par un cercle 
vuvert V ={2: |z — z, | p} contenu, avec sa frontière, dans G. 
Eu vertu de 3.97, on peut dégager du recouvrement obtenu du 
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compact Q un recouvrement fini V;,..., V,. La frontière du 
domaine V = V,{j ...{U) V, représente un contour fermé lisse 
par morceaux qui est formé d'un nombre fini d'arcs de circonférence ; 
par construction, il est inclus dans le domaine &G — Q et contourne ©, 
ce qu’il fallait démontrer. 


b. Théorème. Si une suite f\(z), f2(2), . .. de fonctions 
analytiques dans un domaine G converge uniformément à l'intérieur 
de G vers une fonction f (2), alors f (z) est aussi analytique dans G. 
La suite f{ (2), ff" (2), . . . des dérivées d'un ordre quelconque con- 
verge uniformément à l'intérieur de G vers la dérivée correspondante 
f® (2) de la fonction f (2). 


Démonstration. On a, d’après la formule de Cauchy 
10.33, 
fn (2) = —— DEri np (£) dE 


pour toute courhe fermée À & G tonne un point donné z € G. 
En passant à la limite pour ñn-+ oo et en se servant du théorè- 
me 10.22.a on trouve 
1 f ( 
1 = x ÊTES 


La fonction / (z) est donc Cle par une intégrale du type 
Cauchy et, par conséquent, analytique dans G. 
Pour démontrer la deuxième partie du théorème, considérons 
lcs représentalions 10.34 pour les fonctions f‘”? (z) et f{) (2): 
fm) (2)= ml 4 (4) dÿ fe) (2) = 2 fn ({) db 


ant (Ç—z)nt1 * n (G—z)pntl * 
£. [A 


où les intégrales sont prises le long d’une courbe fermée lisse par 
morceaux LG qui contourne le compact donné O0 GG dans le 


ù É : 1 
sens positif, Puisque la Fonclion TT pour LEZ, 2z€0Q, est 


majorée en module par Ja quantité _—— où d=—inf[é—z|, et vu 
que la suite f,(t) convergo uniformément sur le contour L vors 
f(£), la suite EU converge vers ELU uniformément par 
rapport an paramètre z€@ sur le contour L. On peut donc appli- 
quer 10.22.b, et le théorème est démontré. 


40.37.a. On va établir la réciproque du théorème 10.35: 
Théorème. La somme d'une série de puissances 


1(2= an G— 2)" (1) 
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est une fonction analytique à l'intérieur du cercle G =4{3: | 2 — 30 | << 
<<r} de convergence de la série, et la formule suivante est valable par- 
tout à l'intérieur de G: 


f (s) = à + 202 (2 — 20) + 3a3 (2 — 50) +... 


Démonstration. D'après le théorème 6.64.a, la série (1) 
converge uniformément dans tout cercle G’ inclus dans le cercle de 
convergence G et ayant le même centre. 

D'autre part, n'importe quel compact Q © G est contenu dans un 
tel cercle G’. En effet, si l’on suppose le contraire, on est en mesure 
de trouver, dans le compact @, une suite de points 21, 22, Zs, . -. 
avec |Zz, — 30 | r, et le compact Q contient n'importe quelle 
valeur d’adhérence z,, de cette suite. Or, pour 3,on a | Z5—20 |=r, 
ce qui contredit la condition Q & G. 

On peut donc appliquer le théorème 10.36.b. Les fonctions 
(Z2— 25)" étant analytiques, la série (1) représente bien, d’après 10.36.b, 
une fonction analytique à l'intérieur de G 


La deuxième partie du théorème résulte de la deuxième partie 
de 10.36.b. 


b. En particulier, on « 


; 22 G 2? 

(ex) =(i+r+5+..) LU 1 (2} 

. 8 5 , 2 st 
@ine= (5-5 + 5) stp tp... =c0s, (3) 

2 4 L z & L 
(cos = (1-5+ Tr...) == — 1 + <p+..=—sins, (4) 
3 ’ 2 

(sh 2)’ =(s+5+ +.) 14 + Sp + =chs, (5) 

n £? st . 2 26 
(ch z) (a+ ++.) Sr+ap+ert..=sh. (6) 


D'ailleurs, on pourrait obtenir les formules (3)-(6) à partir de la formule (2) en 
se servant des axpressions conoucs des fonctions trigonométriques et hyperboli- 
ques par l’exponentielle (8.63 et 84.72). 


c. Le rayon de convergence de la série (1) est lié, d’une façon 
naturelle, à l’analyticité de la fonction f (z). Notamment, le cercle 
de convergence de la série (1) est le plus grand cercle centré en 2 
dans lequel la fonction f (z) est analytique, puisque la fonction f (2) 
est représentée par sa série de Taylor dans tout cercle où elle est 
analytique (10.35). 
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Ainsi, le rayon de dE de la série 
FU its +... (7) 


vaut 1, et ices singuierités * . fonction / (z) les plus proches du point z, — 0 
se trouvent en = — Et à Ja distance 1 du point z,. En restaut dans le domaino 
réel, il est difficile d' expliquer, à partir des POP de la fonction f (x), la 
divergence de la série (7) pour s = -ki 


d. Un point z — a s'appelle zéro ou racine d’une fonction w = 
=  (z) analytique dans un domaine G 3 a si f (a) = 0. Plus précisé- 
ment, co point est appelé zéro (racine) de multiplicité k si f (a) = 
æ f' (a) — = f%-Ù0 (a)= 0, fÂ (a) 0. Ainsi, au voisinage 
de son zéro de multiplicité # une fonction analytique (2) est déve- 
loppée en série pe Taylor qui commence par (2 — a)*: 


+0 (a 
= eo) + LS (ap + 


On peut aussi ee noter 
f(&)={(2- a)" g(), 
” 0. | (0) [+31 (a) 
= + GT Co) +... 


est analytique (en tant que somme d’une série de puissances con- 
vergente) au voisinage du point a, donc aussi (en tant que rapport 
de deux fonctions analytiques / () et (z — a)*) dans tout le domai- 


ne G. De plus, on a g(a) = _. — f® (a) Æ 0. 


où 


10.38. Une fonction analytique dans tout le plan C s'appelle 
fonction analytique entière. D’après 10.35, toute fonction entière f (z) 
se développe en une série de Taylor 


f (z)= ÿ an? (29 = 0) (1) 

qui converge dans tout le plan. 

Théorème (Liouville). Une fonction analytique entière f (z) 
qui est bornée en module dans tout le plan C eet une constante. 

Démonstration. Supposons que 

11) 1< A 

pour tous les z € C. Considérons l'expression 10.35 (2) des coeffi- 
cients de la série en choisissant pour contour A la circonférence d'un 
rayon À centrée en l'origine des coordonnées: 


an= 7 POS. (2) 


gril 
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Vu 10.21 (5), on a 


ae en À. 


2x  Rafl An 


La quantité À, dans cette inégalité, étant arbitrairement grande on 
obtient 
an = 0 pour n = 1,2,... 
donc 
f (2) = ao = const, 
ce qu'il fallait démontrer, 


10.39.a. Théorème de l'unicité d'une fonction 
analytique. Si une fonction œ (7) analytique dans un domaine 
connexe G est nulle sur une suite de points 2, Za, . . . qui converge 
vers un point Z0 € G, alors o (2) = 0 dans le domaine G. 


Démonstration. En vertu du théorème 10.35, la fonc- 
tion (2), dans tout cercle V ={z: |z2— 2 | <r} € G est la 
somme d'une série de puissances 


p (2) æ Co + €5 (2 — 29) + C2 (2 — 20) + . .. (1) 


Montrons d’abord que œ (2) = 0 dans le cercle V. Il suffit de prouver 
que tous les nombres c,, €, €», . . . sont nuls. A côté de la série (1), 
considérons les séries de puissances 


Pa (2) = Co + ca (2 — 20) + cs (2 — 20) +... 
P2 (2) = co + ca (2 — 20) + € (2 — 20) + ..., 


Chaque série suivante s'obtient de la précédente dont on retranche 
son terme constant et qu’on divise ensuite par (z — z.). Par consé- 
quent, toutes les séries convergent dans le même cercle que la 
série (1), et les fonctions y, (7) sont continues, d’après 6.64.b, pour 
z = %. On a ensuite par récurrence : 


P (Zn) = 0, Co = 9 (29) = lim q (Zn) = 0 ; 


qu (an) = LE RES 0, cu qu (20) = lim qu (an) = 0 : 


An — 29 


mm mm 0 € 


Dérinitivement, tous les c;, sont nuls. 
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On a démontré que œ (Z) = O0 dans un certain cercle V centré 
en Zo. Soit maintenant w un point quelconque du domaine G. Comme 
G est connexe, il existe un chemin lisse par morceaux L € G qui lie 
lus points Z, el w. 

Posons d = inf p (Z), où p (z) est le rayon du plus grand cercle 
possible centré en un point z € L et inclus dans G; le nomhre d est 
positif en vertu de la compacité de L. On a vu plus haut que (7) = 0 
dans le cercle V, de rayon d centré en z,. En déplaçant le centre du 
cercle de rayon d le long de L, on voit que q (z) = 0 à l'intérieur du 
cercle pour toute position de son centre sur la ligne Z. En arrivant 
au point w on ohtient p (w) — 0. Le théorème est démontré. 


b. Théorème. Si deux fonctions f (z) et g(z) analytiques 
dans un domaine connexe G se confondent sur une suite de points z1, ... 


….., Zn, +. . qui converge vers un point z5 € G, alors f (z) = & (2) 
dans le domaine G. 


Démonstration. Posons f (2) — g(z) = g (7): la fonc- 
tion p (z) est analytique dans G de même que f (z) et g (2) et satisfait 
à l'hypothèse du théorème a. En appliquant a on voit que p (2) = 0 
dans le domaine G, donc f (z) = g (7) partout dans G. Le théorème 
est démontré. 

c. La propriété b est à la base de l’idée de prolongement analy- 
tique d'une fonction. Soient f; (z) une fonction analytique dans un 
domaine G@, et f2 (z) une fonction analytique dans un domaine G;, 
dont l'intersection G,; avec G; est non vide et connexe. Supposons 
qu'il y ait, dans G,s, une suite de points Z,, Z2, . . ., Zn, . .. COn- 
vergeant vers un point 2 € Go et telle que f; (2,) = f; (2,) (n = 
= 1, 2, ...). Alors, d’après ce qu'on a vu plus haut, les fonctions 
f1 (z) et f2 (7) se confondent dans tout le domaine G,: la fonction f (7) 
qui vaut f, (z) dans G, et /, (z) dans G, est définie d'une façon univo- 
que dans le domaine G = G; |) G>: et analytique dans le domaine G. 
On dit alors que la fonction f (2) est un prolongement analytique de 
la fonction f, (7) de G, dans G. Il résulte de ce qu’on a dit qu'il ne 
peut exister qu'un seul prolongement analytique de f; (z) du domaine G, 


dans le domaine G. 
d. Exemple. La fonction f, (z) — ÿ;z" est définie (comme 
0 
somme de la série) et analytique dans le cercle }z | 1. La fonc- 
tion f (2) =-—— qui est définie partout sauf en z — 1 représente 


le prolongement analytique de la fonction f, (z) dans tout le plan C 
dépourvu du point z = 1. 


e. Théorème. Si toutes les dérivées f‘* (a) d'une fonc- 
tion f (7) analytique dans un domaine connexe G 3 a s'annulent au 
point a (k = Q, 1, 2, ...), alors f (2) = O dans G. 
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Démonstration. Soit un cercle VŸ —{3: |s —a | <r} 
contenu entièrement dans le domaine G. D'après Le théorème 10.35.c, 
la fonction f (z) est nulle dans tout le cercle, et l'on applique le 
théorème 10.39.a. 


f. Exemple: fonctions analytiques réel- 
les. Une fonction f (z) analytique dans un domaine connexe G qui 
contient des points de l'axe réel s'appelle fonction analytique réelle 
gi toutes ses valeurs sur l'axe réel sont réelles. 

Comme les valeurs que la dérivée d’une fonction analytique f (2) 
prend sur l’axe réel peuvent être calculées d'après les valeurs prises 
par la fonction f (z) sur l'axe réel, on voit que la dérivée f’ (3) d'uno 
fonction analytique réelle est une fonction analytique réelle. 
De même, toutes les autres dérivées f” (2), f” (z), . . . sont aussi des 
fonctions analytiques réelles. Le développement de Taylor de la 
fonction f (z) au voisinage d’un point réel z, 


14) = Dan (2-2) 


a les coefficients réels an = f" (20). Nous avens donc, dans le 
cercle de convergence de cette série: 
TG = D an (2— 20)" = Dan (2— 2)" = f (2). 


Théorème. Une fonction analytique réelle f (z) satisfait à la 
condition 


f (2) = f (3) 
pour tout point 2€ G tel que z2€G. 


Démonstration. Les points qui appartiennent à @ avec 
leurs complexes conjugués forment un domaine symétrique par 
rapport à l’axe réel. Il suffit donc de discuter le cas où G est sy mé- 
trique par rapport à l'axe réel. Désignons par G* la partie de G con- 
tenue dans le demi-plan supérieur, par G° la partie contenue dans 
le demi-plan inférieur. Définissons, dans le domaine G*, une nouvelle 
fonction 


fi (2) = f(@) 


en nous servant des veleurs de }/ (z) pour z € G-. Pour tout z € G*, 
le développement de Taylor 


(a) = Dan (22) 
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fournit le développement de la fonction f,(z) en lu série de puis- 
sances 


h@=1@ = Ÿ an 7" = Z an (2— 20)", 


ce qui veut dire que la fonction /, (2) est analytique dans G*. Or, su 
voisinage de l’axc réel, la fonction j, (z) se confond, on l’a vu, avec 
f (2). En appliquant b on volt que jf, (2) æ{f (2) partout dans G*. 
En remplaçant G* par G- et vice versa on obtient que l'identité G)= 
= f(z) a également lieu partout dans G-. Sur l'axe réel, on a évi- 


demment f (z) = f(z). Donc, f (2) = f (z) partout dans G, ce qu'il 
fallait démontrer. 
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10.41, Résidus. Si une fonction f (z) est analytique dans 
un domaine connexe G contenant un contour L fermé lisse par mor- 
ceaux, alors, d'après le théorème de Ceuchy 10.32, on a 


er PI (D di = 0. 
B 


On a souvent affaire à une intégrale de la forme 


PO, (1) 
L 


la fonction f (z) ayant des points singuliers à l'intérieur du domaine 
borné de frontière L. Une telle intégrale n’est en généra] pas nulle. 
L'intégrale de Cauchy 10.33 (5) en est un exemple: 


_ PR = q (2), (2) 


où qç (2) cest analytique dans le domaine simplement connexe G qui 
contient le chemin £. Considérons le cas où la fonction f (z) dans 
(1) possède, dans le domaine G contenant le contour L, un seul point 
singulier 2 = a (singulier en ce sens que ou bien la fonction f (z) 
n’y est pas définie du tout, ou bien elle n'y est pas dérivable par 
ropport au domaine G). La valeur de l’intégralo (1) ne dépend pas, 
dans ce cas, du choix du contour L (à condition qu’il contourne Île 
point à wne fais dans le sens positif). Cette valeur est appelée résidu 
de Ia fonction f(z) au point z — a et désignée comme suit: 
Res [f (z)}:œu. 
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10.42. Voici quelques exemples. 

a. L'intégrale 

1 TAUX 
EXT JP de. 


où P (2) est un polynôme dont z = a est une racine simple (P (a) = 0, 
P' (a) = 0) et qui n’a pas d’autres racines dans le domaine G, et 
g (z) est une fonction analytique dans &. On a 


PG=bh(G&—-a) +b:(—-a} +...—(2—a) Pi (2), 


où P,(2) = b, + b:(2— a) +... est un sr qui vaut b, = 
— P'(a) 0 pour z = a et qui n'a pas de racines pour 2€ G. 
D'après la formule de Cauchy 10.41 (2), ou a 


=. 1 8 (£) = 4 g (6) & & (a) fé a) 
Tr Ÿ P (t) = Ê T0 PE — Pete)  P'(a) ! 
et le résidu ds la fonction 1U@)=4% pour z—a est trouvé : 


= g (a) 
Res [f (Z)]1=0 = 7 = P (e) : (1) 
b. L'intégrale 
…£(@ D qe 
1 Es pH PT 
où le polynôme P (3), contrairement à celui de l'exemple précédent, 
possède en 3 — & une racine de multiplicité mr, de sorte que 
P()=b,(—a) +bn, (2— a)" +..., b,4 0. 
On a 
P(G)=(G—0)" Pm (2), 
où 


(ra) 
Pm (2) = Om mas (—a)+..., Po) = bn = O0. 


Développons la fonction ee en série de Taylor suivant les puis 
sances de (z—a): 


FU = Co+c(3— 0) +c2(2— a) + 


Alors, on a 


#(2 — g (=) € ci 
"P()  (— 0) Pm (2) ge Famoet Foi 


.. + EE + cm À Cmsi (2 — 0) + …….. 
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Après l'intégration le lcns de L, il ne restera que le terme contenant 
le coefficient c,-1 (10.33.a). D'après 10.35.b, il veudra 
_! frOd | HAL EN Loc, 0 
I 27i $ PE) Cm-t (m—1T1 (2 z=0 
| : { (22 (z—a)m\im-1) 
(m—1)t P (2) ) E 


Z=a 
Définilivement, 


g (z) _ L 8(2)43—a)mq(m-1) 
Res | Le = Tnt re 1=a a 


10.43. Lorsqu'il faut calculer l'intégrale 10.41 (1) le long d'une 
courbe ferinée conlournant non pas un seul, mais plusieurs points 


Fig. 10.6. Fig. 10.7. 


singuliers a,, ..., 4m d0 la fonction / (2), on peut se servir de la 
relation 


mr Plus Prat... +27 É f (Q) = 
1 1 L 


m 
= 2; Roa(f(z)lemop (1) 
j=i 
où Li, . . ., Ln sont les courbes fermées lisses par morceaux chacune 


desquelles contourne un seul point singulier. La démonstr?:ion de 
cette égalité (appelée théorème fondamental des résidus) est évidente 
si l’on tient compte du théorème de Cauchy et de la fig. 10.6 qui 
nontre le chemin initial Z, les chemins L;, . .., L,, et les cheinins 
auxiliaires parcourus chacun deux fois dans les sens opposés. 


Exemple. Calculons l'intégrale 


ds 
ja Ft, P>t. 
2 —3 


24 3ak. 2285 


370 CH.10. FONCTIONS ANALYTIQUES 


Le produit de deux racines du dénominateur vaut 1. L'une d'elles, 
Z:, se trouve à l’intérieur, l’autre, z,, à l'extérieur du cercle unité 
(fig. 10.7). Dans lo formule des racines du trinôme du second degré 


4.2= p + V p°—1 


pour p > 1, le signe moins correspond à la racine z,, le signe plus 
à 3. En z;, ‘Je dénominateur a une racine simple, et l’on a, d'après 
la formule 10.42 (1) : 


— ir 


La ART AE 7er) T5 L..= pi 


10.44. Résidu logarithmique. Soit une intégrale 
de la forme 


1 f" (3) 
N=5 4 TG) (1) 


où la fonction f (z) est analytique dans un domaine G contenant le 
contour fermé ZL et ne s’annule pas sur ce contour. Si elle ne s’annule 
pas non plus à l’intérieur du contour L, alors l'intégrale (1) est nulle 
d'après le théorème de Cauchy 10.32. Si la fonction f (z) a des zéros 
à l'intérieur de L, alors, d'après le théorème d'unicité 10.39.a, 
ils sont en nombre fini; désignons-les par z,, 22, . .., 2, et leur 
multiplicités respectives par 4;,k>, . .., km. Conformément à 10.43, 
l'intégrale N est la somme des intégrales analogues 


« _ A gl) 
N=SN, Mare rod 


j=i 


où chaque contour L, ne contient à son intérieur qu'un seul zéro 2) 
de multiplicité k;. Pour abréger la notation, posons z, = a, k, = 
Au voisinage du point a, on a 


f()= cn (2— a)" + cn (2—0) +... a50, 
d (2) = ken (2— a) 1 + (k +14) ce (2 — a) + 
1" (:) _ 1 , kch + (K# 1) Ch: (£— a)+ ... FE ® (2) : 


f(x) £—0 RH Chy (sa) +... z--a 


où o (2) est une fonction analytique au voieinage du point a qui prend 
en a la valeur œ (a) = 4. Donc, 


1 (z 1 p (2) _ _ 
DÉS FE &= DT PE 
J 
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Définitivoment 


c'est-à-dire que l'intégrale N est un entier positif égal à la somme des 
mulliplicités de toutes les racines de la fonction f (z) qui sont à l'intérieur 
du contour L. 

L'intégrale N s'appelle résidu logarithmique de la fonction f (2) 
par rapport au contour L. L'origiuo de ce terme sera éclaircie par la 
suite (10.57). 


10.45. Le présent numéro ainsi que plusieurs numéros suivants 
sont consacrés à l'« analyse qualitative » du comportement d'une 
fonction au voisinage d'un point singulier 
isolé. C'est le développement do la fonction 
considérée en la série, dite de Laurent, 
suivant les puissances posilives et négatives 
de z — a qui eu sert d'instrument,. 

Soit w = f (z} une fonction analytique 
dans use couronne circulaire Q ={r, << 
<|z—al<R;}, où 0 < r << A5 0% 
(fig. 10.8). Chisissons les nombres r et À 
de façon à avoir ro <<r << R < Ro. Alors, 
si l'on applique le théorème de Cauchy au 
domaine simplement connexe que l'on ob- Fig. 10.8. 
tient en coupant la couronne suivant un 
rayon ne passant pas par Zz, on aura, pour r<<|[z—a|<AR: 


1 f (8) 1 1 (5) d 
log À Rs À HS. 


L—: L—z 
tz—nj=R {2—ajær 
Pour la première intégrale, on utilise le développement 
{ 1 . 1 - | a 2—a\n 
L— 2 ([—a)—(z— a) (&— a) [1-1] Ç—a 2 ( —) 
pour ia deuxième, le développement 
 , za" 
S—2 _ ({—2)—(2—0) = Zz— 0 (— [—a 2 (z—a)ntt 
= 


z—0a 


Selon le critère de Weierstrass (cf. 10.35.a), les deux développements 
convergent uniformément sur les contours correspondants d'intégra- 
tion. Donc, en appliquant 10.22.a. on a 


ft= Yen Ga" + X cn (&— a)", (1) 
24: 
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1 f(&)d 
ST ê ES pour n>0, 


12—a)=R 
TUE 1 1 {&) dé 
_—_. ® DS pour n<< 0. 
jZ=af=r 
D'ailleurs, la fonction à intégrer étant analytique dans la 


couronne Q, on peut intégrer le long de n'importe quelle circonférence 
(z2—al=p, pE (rs Ào) et même le long de toute courbe fermée 
lisse par morceaux qui contourne le point a une fois dans le sens 
positif sans sortir de la couronne Q. 

En particulier, si r, — 0, alors le coefficient c_, est bien le résidu 
de la fonction f (3) au point z = a (10.41). 

La notation abrégée de la somme (1) est 


1(2)= 2; cn(z—a)". (2) 


On peut aussi bien considérer cette expression comme limite de la 
somme D Cn (— a)" lorsque p-> —©, g-+> o indépendamment 


np 

l’un de l’autre, c.-à-d. comme somme d'une série bilatérale (6.48.a) ; 
ceci résulte de la convergence des deux séries dans le second membre 
de (1) et du théorème 6.48.b. 

La série (1) ou (2) s'appelle série de Laurent pour la fonction 
w — f(z) dans la couronne @. D'après le théorème 10.22.b, elle 
converge uniformément pour rS[z—a|< AR. Elle est définie 
d'une façon univoque pour toute fonction f (z), parce que, quels que 
soient m = O0, +1, +2, ..., ro <p << Ro, il résulte de (1) que 


() ay" dre Y'en f (z2— a) M4" d2 = Dnicms. 
jz -at=p —æ jr-afep 


Le terme f*(z}— Ycn(z—a)" est appelé partie régulière de la 
0 


série de Laurent, le terme f- (2)= Ÿ, cn(z—a)" partie principale. 
= 


Les nombres c, s'appellent coefficients de Laurent. 

La partie régullère est une série suivant les puissances positives 
de Z—a qui converge pour |z2— a} = À, donc aussi dans tout 
le cercle |[z2—al< Ro (6.62), y compris la partie intérieure 
1z — a | ro qui n'est pas contenue dans la couronne Q. 
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La partie principale est une série suivant les puissances négatives 
de z — a qui converge pour | z — a | = r. Si l’on pose z — a SES 
on obtient une série suivant les pulssances positives de Ë qui converge 
pour | & | = +, donc aussi (6.62) pour | t | +; par conséquent, 


la partie principale de la série de Laurent converge pour tous les 
[z—al|>>rs, y Compris la partie extérieure |z—a | > A, qui 
n’est pas contenue dans la couronne (. 


10.46. Points singuliers isolés. Soit w = f (z) 
une fonction analytique dans tout le cercle | z2 — a | < A, à l'ex- 
ception dun point au centre a. Dans le domaine 0 <|z—a]<A;, 
la fonction f (z) se développe en série de Laurent 

f()= D cn (2—a)". (1) 
La structure de cette série détermine l'appellation du point singulier 
isolé a. 

a. Si tous les cocfficients de Laurent c, avec nr << 0 sont nuls, 
lo point a s'appello point singulier éliminable de la fonction f (z). 

La fonction f(z) se développe alors, dans le domaine 0 << 
<|z—-a|<R,, en la série 

f(z)= > Cn (2— a)" 
n=0 
dont la somme est une fonction analytique dans tout le cerclo 
1z2—al|<s, y compris le point z = a, et prend la valeur c; 
pour z = a. Donc, si l’on complète la définition de la fonction f {Z) 
en posant f (a) = co, on aboutit à une fonction analytique dans le 
cercle | z — a | < À, saus aucune singularité au point z = a. Ceci 
explique le terme « point singulier éliminable ». 

b. Si tous les coefficients de Laurent c, avec nr << —m et m > 0 
sont nuls et que cn = 0, alors le point a est appelé pôle d'ordre m 
de la fonction f (z). 

c. S’il y à des coefficients de Laurent c, non nuls avec nr négatifs 
et arbitrairement grands en module, alors le point a est appelé 
potnt singulier essentiel de la fonction f (z). 

d. Pour la raison de généralité, complétons les plans complexes 
des variables z ct w par les points impropres Zz = ©, w == @ res- 
pectivement (« points à l'infini»). Nous désignons par le symbole 
z—+ oo la direction dans le plan des z formée des ensembles 4, = 
={z: |z|>>r}, où r parcourt tous les nombres positifs (ou, au 
moins, tous Ics nombres supérieurs à un r,); lo symbole w -> 0 
a un sens analogue (4.73.f). Les points z et w distincts des z = 
et w — © que l'on vient de définir sont appelés points finis. Soit 
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une direction S$ dans le plan dés 2; nous dirons que pour une fonction 

donnée w = f (z) la relation lim f (7) — © a lieu si, quel que soit 

uu nombre r, il existe un sriiémble A; € S en tout point duquel on a 
If@I>r. 

De la sorte, on attribue un sens exact aux expressions 


limf(z)}=o, limf(z)=b, lim f(z)}=0, 
ECTS 1 co fo 
a et b étant des points à distance finie. Par exemple, on a 


lim L = : 
1=4a (2 —ajm RL 


Lim œ (2) f(z}= © lorsque lim g(z)—b-0;: lim f(z2)=; 


lim p(z) = © si, et seulement si, lim 1 0. 
PA z+a P(2) 

D'une façon analogue à 4.45, on dit que le point # — ® esl une 
valeur d'adhérence de la fonction f (2) suivant une direction $S lorsque, 
pour tout r, il existe dans chacun des ensembles 4, € S un point z, 
tel que 


fa) I1>r. 


Si une fonction f(z) n'est pas bornée suivant la direction $, 
elle a le point &# = © pour sa valeur d'’adhérence. 

e. Considérons le cas où une fonction f (z) est définie et analyti- 
que dans un domaine G ={2: |z | => RAR}. En vertu du théorème 
pos 10.45, elle se développe, dans le domaine G, en sa série de 

aurent 


f(z)= ù Cn2”. (2) 
L'application z— 4 transforme le domaine G en le domaine 


H — (c 0<jt1< +} et la fonction f(z) en la fonction 


p @)= Zen”. (3) 


On dit que La fonction f (2) a, au point æ, un point singulier 
éliminable, un pôle ou un point singulier essentiel s1 la fonction (6), 
pour € = 0, à un point singulier du même type. Autrement dit, 
lo point z = © est un point singulier éliminable pour la fonction 
Î{ (z) si le développement (2) ne contient aucune puissance d'exposant 
positif; il est un pôle d'ordre m si les coefficients az, @m#z2, « - -» 
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dans le développement (2), sont nuls, tandis que a,, 0; il est un 
point singulier essentiel si le développement (2) comprend des puissan- 
ces d'exposants arbitrairement grands. 

A présent, on va étudier le comportement de la fonction f (z) 
à la proximité d'un point singulier dans les trois cas signalés. 


10.47, Si, dans le développement 10.46 (1), on a c, = O0 pour 
n <—m, m >> 0, de sorte que 
f@= 2 en(2—a)", 
n=-m 


alors on pose 


p(z)=(2— a)" f (2) = Com + Coms (2— a) + 
La fonction q (z) a un point singulier éliminable en z= a et, dans la 
condition supplémentaire œ (a) = c., devient analytique dans 
un cercle |z —a | < A, et non nulle en z — a. Il en résulte que 
=_-90 
/ Gear. 

Etant donné œ (a) + 0, la fonction f (2) tend vers l'infini pour 3 + a 
(10.46.d). 

Les fonctions à intégrer des exemples 10.42.a. b, dont on a calculé 
les résidus, sont de ce type. 


10.48. Supposons maintenant que a soit un point singulier 
essentiel de la fonction f (2). 

Mentrons tout d’abord que la fonction f (z) n'est pas bornée au 
voisinage du point z = a. Si f (z) était bornée au voisinage de z = a, 
il en serait de même de sa partie principale f- (Z), puisque la partie 
régulière f* (z) y est bien bornée. La série 


f(2)= » Cn(z— a)" 


=1 
couverge pour tout za (10.45). Donc, en remplaçant z2—a par 
Tr obtient une serie 


p(T)— à Con 


nai 
qui converge dans tout le plan des £. Si la fouction f- (2) etait bornée 
pour 0 <1z—al|<e, la fonction œ (6) le serait pour ! E | >+. 


Or, la fonction q(£) cest bornée pour ltl<+ (puisqu'elle cest 
continue), tonc p (£) serait bornéc dans tout le plan des £. D'après 
le théorème de Liouville (10.38),  ({) serait constante, donc, étant 
donné œ (0) — 0, on aurait p (6) = 0, d'où c,, — 0 pour tout nr <0, 
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ce qui contredit l'hypothèse. Définitivement, f (2) n'est pas bornée 
pour z-—+ a, C'est-à-dire que le point est une valeur d'adhérence 
de la fonction f (z) pour z + a. Soit maintenant À un nombre coin- 
plexe quelconque. Si la fonction j (z) prend la valeur À dans tout 
voisinage du point a, alors À est une valeur d'adhérence de } (z) 
pour z + a. Si, au contraire, il existe un voisinage du point a dans 
lequel la fonction f (z) ne prend pas la valeur À, alors la fonction 


p (2) — D 7 LUE. pas, dans ce voisinage, de points singuliers autres 


que a lui-même. Si le point a est un pôle ou un point singulier essen- 
tiel de le fonction œ (2), alors, d’après ce qu'on a vu plushaut, il existo 
une suite z, + a pour laquelle œ (z,) + ©, donc aussi f (2:) —+ À, 
de sorte que À est une valeur d’adhérence de ]a fonction f (Z) pour 
z—+ a. Envisageons enfin le cas où le point z = a est un point 
singulier éliminable de la fonction œ (z). Il existe alors, comme on 
l’a vu plus haut, la limite finie 
b = lim (2). 
20 

On sait qu'il existe une suite zZ, —> a pour laquelle f (z,) —> 00 ; par 
conséquent, on a 


| . 1 
a ee ed ce 
On peut poser 

p(z) = (2 — a)" + (), 


où y(a)Æ0, m>1. La fonction 
du point a et admet le développement de Taylor 


est analytique au voisinage 


{ « 1 
Ge =botbi(z—a)+..., ou 0 (a) : 


Par conséquent, 


{ 1 
FO A+ TS A + 6e = 


= A+(z— a)" [b,+b,(z2—a) + ...], 


et l'on voit que la partie principale de la série de Laurent pour la 
fonction } (7) n'a qu'un nombre fini de termes, ce qui contredit 
l'hypothèse. 

Définitiveinent, pour un point singulier essentiel a, tout nombre A 
du plan achevé complexe des z est une valeur d'adhérence de la fonction 
{(z) lorsque z + a *). 

*) 1 existe un théorème plus exact de Picard qui dit que, dans tout voisinage 


de son point singulier essentiel, la fonction f (z) prend réellement un nombre infini 
de fois n'importe quelle valeur A (à l'exception éventuelle d'une seule). Cf. [5]. 
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10.49. D'autre part, indépendamment de ce qui précède, le 
comportement de la fonction f (z) au voisinage d'un point singulier 
isolé admet la classification suivante: 

(1) La fonction f (z) est bornée dans un voisinage du point a; 

(2) la fonction f (z) tend vers la limite œ lorsque 2 —+ a; 

(3) la fonction f (z) a, pour z —+ «a, au moins deux valeurs d'adhé- 
rence dont l'une est oo. 

Les résultats de 10.46-10.48 sont: 

un point singulier éliminable est un point du type (1); 

un pôle est un point du type (2); 

un point singulier essentiel est un point du type (3). 

La classification 10.46, de même que la classification (1)-(3) 
ci-dessus, étant complète, on peut formuler les propositions récipro- 
ques : 

un point du type (1) est un point singulier éliminable; 

un point du type (2) est un pôle; 

un point du type (3) est un point singulier essentiel. 

Soulignons que ces propositions ne sont pas triviales. Par exemple, 
la première dit qu'une fonction analytique et bornée au voisinage 
d'un point a a une limite finie pour z— a; elle est basée sur les 
résultats de l'analyse du comportement d'une fonction au voisinage 
d’un pôle et d'un point singulier essentiel qu'on a faite dans 10.47- 
10.48. 

Vu 10.46G.e, toutes les conclusions obtenues s'étendent au cas 
d'un point singulier isolé à l'infini. En particulier, si la fonction 
1 (z) est analytique pour tout z tel que | z | => a, on est amené aux 
propositions suivantes: lorsque, dans l'hypothèse formulée, la fonc- 
tion w — f (z) a une seule valeur d’adhérence w = © pour z + 0, 
alors f (z) est un polynôme ; toute fonction entière f (z) qui n’est pas 
un polynôme a n'importe quel nombre w € G pour sa valeur d’adhé- 
rence lorsque z —+ co. 


$ 10.5. Applications du plan complexe dans lui-même. 
Fonctions élémentaires 


10.51. Application conforme. Soit une fonction du 
premier degré 


w æ b(z2— 25) + wo = (2), (1) 


OÙ Z», Wp, bd Æ 0 sont des nombres complexes. 1] est évident que 
f (20) = w,. Ensuite, on a w — w, = b(z— 7,), d'où 


lw—w|=18b 112 — 2,1, (2) 
arg (w — w,) = arg b + arg (z — 2) (3) 
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(à un multiple de 2x près). Les relations (2), (3) mettent en relief 
la nature géométrique de l'application w = f(z)}: tout cercle 
[Z — 29 | < p subit l'homothélie de rapport | b | et de centre 20, puis 
la rotation autour de z, d'angle arg b et enfin la translation qui trans- 
forme son centre en wo. 

Soit, à présent, w = f (z) une fonction analytique dans un voisi- 
nage [2 —2, | p d'un point z, et telle que f (2) = b 0, 
f (zo) = wo. D'après la définition de la dérivée, on a 

w = Wp + b(Z2— 20) + e (z, Z0) (z — Zo), (4) 


où e (Z, Zo) —> 0 pour z —+ z,. 

L'égalité (4) montre que l’application w = f (z) est représentée, 
à un infiniment petil du second ordre près, par la formule (1), de 
sorte qu'elle se réduit approximativement à la rotation d'angle 
arg b autour du centre z, suivie de l’homothétie de rapport | b | et 
de la translation plaçant son centre on w,. Une application de ce 
genre est dite conforms au point z. Ainsi, une fonction analytique 
w — f(z) réalise une application conforme en tout point 2, tel que 
f" (0) Æ 0. En particulier, une application conforme transforme 
deux lignes qui forment un angle « au point z, en deux lignes formant 
le même angle & au point uw. 


10.52. Théorème. Si f’ (20) 2 0, il existe un voisinage du 
point z, qui s'applique d'une façon biunivoque sur un voisinage du 
point wo. 

L'affirmation est immédiate pour la fonction 40.51 (1), où l’on 
peut résoudre directement l'équation par rapport à z, mais le cas 
général demande une démonstration. Soit G un voisinage du point z 
dans lequel la fonction f (z} — w, ne s'annule qu’une seule fois, 
en Z = Z; les zéros de la fonction analytique f (z) — w, étant 
isolés (10.39.a), un tel voisinage existe bien. Soit L le contour servant 
de frontière au domaine G. Alors, en vertu de 10.44, on a 

Ph f'(C) d£ | 
Pe f (ER) —w0 : 


le seul 2éro de la fonction f (z}—uw, étant de multiplicité 1. 
La fonction de w 


_ fl (K)ab 
N (w)=-= TR) =w 
L 


est définie pour w — w, (elle y a 1 pour valeur), aussi bien que pour 
d'autres valeurs de w proches de w,, par exemple, pour | w — w, | < 
<< e, car le dénoininateur est non nul non seulement pour w = w,, 
nais aussi pour des valeurs assez proches de w. Cotte fonction est 
continue d'après le théoréme 10.24. Comme ses valeurs sont entières 
(10.44), elle vaut { pour tous les w proches de w,. Ceci veut dire, en 
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vertu de 10.44, que la fonction f (z) — w s'annule une seule fois 
à l'intérieur du contour L, c'est-à-dire que, quel que soit un, 
| w, — wo, | e, il existe dans G& un seul point z, tel que f (z:) = w.. 
Le théorème est démontré. 


10.53. Fonction inverse. Dans l'hypothèse 10.52, 
l'application w = f (z) étant bijective, il existe une fonction inverse 
z = q (w) qui réalise l'application d'un voisinage du point w, sur 
un voisinage de z,. Montrons que la fonction z = @ (w) est analyti- 
que. Pour le faire, considérons le rapport 

p(w)—p(wp) _ Az 


D — Pp Auw ÿ (1) 


Si w + w9, on a 2-> 2; sl la fonction  (w) avait une autre valeur 
d'adhérence z, pour w=»w,, on aurait f (20) = wo = f (1), ce qui 
est impossible comme on l’a vu plus haut. Il existe donc la limite 
du rapport (1} qui vaut 


x As 1 1 
in == ——————;, 2 
w=uwo lim Aw {° (20) (2) 
1 1g Az 


ce qui démontre la dérivabilité de la fonction q (w) pour w = w:. 


10.54. Fonctions injectives. Une fonction w = 
= f (2) définie et analytique dans un domaine G du plan des z est 
dite énjective dans G, si elle applique ce domaine d'une façon biuni- 
voque sur un domaine H du plan des w. On verra (10.59.b) que 
jf (2) Æ 0 pour toute fonction injective. D'après 10.52, toute fonc- 
tion w—/ (z) analytique est injective dans un voisinage du point 20, 


si f" (20) # 0. 


10.55. Fonction homographique. Une fonction 
du premier degré 
w = b(3 — 20) + wo (1) 


considérée dans 10.51 est, évidemment, Injective dans tout le plan 
des z. 


La fonction w = réalise une application bijective et conforme, 


en tout point à distance finie, du plan achevé des z sur le plan achevé 
des w. Les points z — 0 et z — © ont pour images w = o et rw = 0 
respectivement. On peut dire que la fonction (1} applique elle aussi 
le plan achsvé des z sur le plan achevé des w en faisant correspondre 
au point z — © le point w = oc. 

Une fonction homographique de la forme générale 


nes En: où bad, cxO, 
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peut être considéré comme composée d'une fonction du premier 
degré, de la fonction + et encore d'une fonction du premier degré; 
cela résulte de la représentation 
_a be—ad 
Pretemrd 
Par conséquent, la fonction homographique applique, d'une façon 
binnivoque, le plan achevé des zsur le plan achevé des w en faisant 
correspondre aux polnis z = — _. el z = © leg points w — © et 


Fr À . 
= — respectivement. 


10.56. Fonction puissancew=1"n>œ1,et son 
inverse. Ici on 4, au moins pour largz|<+. 


[wi—=12l|"; argwrenargz. (1) 
On voit que la fonction w = z" réalise une application bijective 
de l’intérieur de l'angle —a <argi<a<« _. sur l’intérieur de 
l'angle 
—n4 <<arg w <Cna 
du plan des w. Le plus grand angle —a arg z <a dans lequel la 
fonction w = 2" reste injeclive vaut = il s'applique sur tout le 


plan des w dépourvu du demi-axe réel négatif. 


La fonctiou inverse que l'on désigne, naturellement, par 2 = Ÿ/w 
réalise une application bijective du domaine mentionné du plan des w 


sur l’intérieur de l'angle — — <<'arg z <+ du plan des z 


Au point 2 = 0, la fonction w = z" cst définie et analytique, 
mais l'application n’est pas conforme en ce point ; en effet, la dérivée 
de la fonction 2" avec ñn => 1 est nulle pour z = 0. 


10.57. Fonction exponentielle w—e et son 
inverse. Icion a 


e = e*tiv = € (cos y + à sin y). 

En particulier, |e | = e, arge° = y+2kn (k=0, +1, +2,...). 
Toute droite horizontale y = y, du plan des 2 se transforme en 

la ligne u = e* cos yo, L = e* sin y, dans le plan des w; c'est une 

demi-droite issue de l'origine des coordonnées et faisant un angle yo 

avec le demi-axo positif des w. La bande définie par les inégalités 

—aà <y <a <Lr dans le plan des z se transforme biunivoquement 
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par la fonction w = e* sur l’angle 
—4 <arg w << 


dans le plan des w. La plus grande bande —a << y << a dans laquelle 
la fonction w = e* reste injective a 2& = 2n pour largeur (de sorte 
que a = 7); la fonction w = e° réalise une application bijective 
de celte bande sur le domaine W que l’on obtient en enlevant au 
plan des w le demi-axe réel négatif. C'est dans ce domaine W que 
la fonction inverse désignée, naturellement, par z = In w est définie 
et analytique. Pour les w réels positifs, cette fonction se confond 
avec la fonction bien connue In w qu'on a définie dans 5.41. Ensuite, 
il résulte de la relation |e° | = e* que x = In |e* |: comme on 
a aussi y © ârge‘, on voit que 


nw=1z=1+iy=È1n le | +iarge® = In | w | + i arg w, 


ce qui permet de dégager les parties réelle et imaginaire de la fonc- 
tion 1n w. En inversant l'égalité eut = ef1.6:, on obtient la 
propriété correspondante du logarithme: 


In (w, -we) = In w, + In w. 


Trouvons la dérivée du logarithme. Comme (e‘)’ = e* (10.37), 
on a, d’après la formule 10.53 (2): 
, l 1 1 
In (w) ten ae vw: 
Compte tenu du théorème 10.25, il en résulte que la fonction z — 
= ]n w peut être mise, dans le domaine W, sous la forme de l’inté- 
grale 


w 


Inw=iln Do + { es 
[A] 
wo 
où le chemin d'intégration est n'importe quelle ligne lisse par mor- 
ceaux qui joint les points w, et w dans le domaine W. S1 w, = 1, 
alors In w, = O0, et l'on a 


w 


dw 
Inw—= | —. 
wo 
1 


La dérivée de la fonction composée In w(z) vaut Te , Ce qui expli- 
que le terme « résidu logarithmique » de 10.44. La fonction In w 
est maintenant définie pour tous les w sauf les nombres réels néga- 
tifs ; les nombres négatifs n'ont pas encore de logarithmes. Un peu 
plus bas, nous indiquerons le domaine de définition complet du 
logarithme, y compris les nombres négatifs. 
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10.58. Fonction puissance générale w=— 2, 
où À est un nombre positif. Cette fonction est définie par la formule 


à condition que z ne soit pas un nombre réel négatif. La fonction 
Inz applique un angle —a <arg 3: <a < min (n, +) sur la 


bande —a << Im in z <a; la multiplication par À transforme celte 
bande en la bande —aù << Im À 1n z @ À, enfin la fonction expo- 
nentielle applique cette dernière sur l'angle 


— aÀ <<'arg w <a 
dans le plan des w. Le plus grand angle —a << arg z a dans lequel 
la fonction w = zÀ reste injective vaut 24 — _ (a = +) (pour 


À > 1) et s'applique par cette fonction sur tout le plan des w dépour- 
vu du demi-axe réel négatif. 

En appliquant les règles usuelles, on trouve la dérivée de la 
fonclion w — 2}: 


(ex ln 1ÿ =ekMi(Aln 2) = À exine at 


10.59. Fonctions multivoques et surfaces 
riemanniennes. 
a. Considérons la fonction 


w = (2 — 20)", n > 1, 


dans un volsinage | z — Z, | << p du point 2,5. Tout en élant injective 


dans l'angle — _. <Z arg (Z — 20) <+, cette fonction ne l'est 
plus dans tout le voisinage de z,, bien qu'elle y soit analytique. 
La circonférence L ={|2 — z9 | = p} s'applique sur la circonfé- 


rence À ={|w | — p") dans le plan des w, mais tandis que la va- 
riable z parcourt L une seule fois, la fonction w — 2" parcourt Ja 
circonférence correspondante À n fois. 

b. Une situation analogue «a lieu pour un voisinage d'un zéro 
zo de muliiplicité r de loute fonction analytique 


ww = f(2) = cn (2—20)" + Cn+r 20) +... neÛ0, n>1. 


En effet, si G est un voisinage dun point z, dans lequel les fonctions 
f (z) et f’ (z) n'ont pas de zéros autres que 2, et si Z € G est une 
courbe fermée contournant le point 25, alors, d'après 10.44, le résidu 
logarithmique de la fonction f (z) par rapport au contour L vaut n: 


CEE y 
Zu Î à & =. 
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Pour la raison de Continuité, on a aussi, de même que dans 10.52: 


1 © = 
2 Jo =" 

si w est assez petit. Il en résulte d’après 10.44 que, compte tenu 
des multiplicités, la fonction f (z) prend la valeur w dans le voisinage 
G n fois. Or, la fonction f’ (z) n’a qu’une seule racine z, dans le voisi- 
nage G. Donc la fonction f (z) prend effectivement toute valeur w = 0 
en n points différents. Dans de pareils cas, afin de rétablir la bijecti- 
vité de l’application, on introduit la notion de surface riemannienne. 
Sans formuler ici la définition générale, 
bornons-nous à deux exemples caractéris- 
tiques. 

©. Pout la fonction w = (3 — 29)", la 
surface riemanienne est construite comme 
suit. On considère n exemplaires du plan 
des w coupés suivant le demi-axe réel 
négatif. On en identifie le point w = 0, 
puis l’on Colle les feuillets (c’est-à-dire 
qu'on effectue certainesidentifications) de 
la manière suivante : le bord supérieur de 
la coupure du premier feuillet est collé au 
bord inférieur de la coupure du second, le Fig. 10.9. 
bord supérieur de la coupure du second 
feuillet av bord inférieur dela coupure du troisième, etc., enfin le bord 
supérieur de la coupure du ñ#-ième feuille est collé au bord inférieur 
de la coupure du premier feuillet (fig. 10.9). (En réalité, il est im- 
possible de réaliser un tel collage dans l'espace tridimensionnel, 
sans avoir des intersections superfines, mais cela n°a pas d’impor- 
tance.) Ceci fait, le système initial des coordonnées est conservé 
sur chaqne feuillet. On peut maintenant considérer l'application 
w = 2" comme application bijective du plan achevé des 3 sur la 
surface riemannienne construite. Notamment, faisons correspondre 
an point z = p => 0 le point w = p" du premier feuillet. Lorsque z 
parcourt la circonférence [2 | —p dans le sens positif, w = 7" 
parcourt une ligne sur le premier feuillet de la surface riemannienne 
toujours dans le sens positif, et au moment où le point z arrive à la 
frontière du domaine dans lequel w = z" est injective (10.56), c'est-à- 


dire que arg z prend la valeur = , le point correspondent w aura x 


pour argument, donc se trouvera sur la demi-droite le long de laquelle 
sont collés denx premiers feuillets. Si le point z£ poursuit son par- 
cours dans le même sens, le point w passe sur le second feuillet, puis 
sur le troisième, etc., et enfin, lorsque le point z fait un tour complet, 
w revient à sa position initiale sur le premier feuillet. Nous avons 
donc obtenu l'application bijective cherchée du plan des z sur La 
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surface riemannienne que l’on a construite à la placo du plan des w. 
Sur la surface riemannienne, on peut déjà définir la fonction inverse 
de w = z" notée z = VW; ello applique d'une façon biunivoque Ia 
surface riemannienne sur lo plan des z. 

A chacun des n points différents de même coordonnée complexe 
w % Ô suc la surface riemannienne correspond l'un des nr points 
différents 29, . .., Z2n-, du plan des z; ces derniers ont le même 


module ”[w]|, et leurs arguments sont donnés par l'égalité 
arg 2 = (arg w + 2kn), k=0,1,...,n—1. 
En particulier, pour nr = 2 et w— —1, on a 
Z,2= V —1 =isin ET 


conformément à la règle fondamentale de l'algèbre des nombres 
complexes. 

d. Afin de construire la surface riemannienne qui rend biunivoque 
la fonction w—e", on doit considérer un nombre infini (dénombrable) 

d'exemplaires du w-plan numérotés par 
# tous les nombres entiers de —o0 à + æ et 
coller ces feuillets au point z = 0 et 
suivant les coupures le long du demi-axe 
réel négatif : on colle le bord supérieur de 
la coupure du k-ième feuillet au bord 
inférieur de la coupure du (% + 1)-ième 
(fig. 40.10). Le domaine signalé dans 
10.57 dans lequel la fonction w = e* csl 
injective, c.-à-d. la bande —n <<y <a, 
s'applique d’une façon biunivoque sur le 
feuillet numéro 0 dépourvu du demi-axe 
réel négalif. Si le point z se déplace le long 
Fig. 10.10. de la verticale x = zx, du point y — 0 
à y = n, alors le point w parcourt, sur 
le feuillet numéro 0, la demi-circonférence de rayon e* jusqu'au 
bord supérieur de la coupure. Si le point z poursuit son déplacement 
vers le haut en passant par y — x, le point w traverse la coupure, 
arrive sur le second feuillet ot décrit sur lui la circonférence de même 
ra yon ; lorsque le point z passe par y = 3x, le point w traverse encore 
une fois la coupure et se trouve sur le troisième feuillet, etc. 

La fonction inverse z — 1n w réalise une application bijective 
de la surface riemanienne construite sur le plan achevé des z. Aux 
valeurs de w sur le n-ième feuillet correspondent les valeurs de z 
dans la bande (2n — 1) x y << (2n + 1) n. De la sorte, la fonc- 
tion inverse de we” est une fonction à une infinité de détermina- 
tions, elle est désignée par Ln w; toutcs ses valeurs pour un ruême w 
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sont données par la formule 
Lu w = ]n |w|<+iargw, 


où l'on tient compte de toutes les valeurs possibles de l'arg w. 


En particulier, si w est un nombre réel négatif w = —p, p > 0, 
on & 


Ln (—p) =ln|p|+(2k+t)ni (k = 0, Hi, +2, ...), 


et il n'y a aucune raison tant soit peu naturelle de préférer l'une 
de ces valeurs à toutes les autres. 

e. Les surfaces riemanniennes pour d’autres fonctions analyti- 
ques sont construites de manière analogue. Dans le cas général, pour 
une application w = f (2), on construit Îles surfaces riemanniennes 
pour la variable z et pour la fonction w. 

Afin de construire la surface riemannienne de la variable 2, 
on prend un nombre suffisant de feuillets identiques qni correspon- 
dent au domaine de définition de le fonction f (z), on y fait les coupu- 
res partageant ce domaine en partics dang chacune desquelles la 
fonction f (z) est injective ; on doit ensuite coller les bords de ces 
coupures (cf. exemples c et d) dans le but de garantir la bijectivité 
de l'application de toute la surface riemannienne de la variable z 
sur toute la surface riemanienne de la variable w. 

Si, en contournant un point dans Île plan des z suivant une cir- 
conférence de rayon arbitrairement petit, les valeurs de la fonction 
1 (z) passent sur un autre feuillet, alors ce point est appelé point de 
branchement de la fonction f (3). Les points de branchement jouent 
un rôle particulier dans la structure d'une surface riemannienne. 
Pour tout point z4 qui n'est pas un point de branchement de la 
fonction f (z), il existe un voisinage de ce point dans lequel la fonc- 
tion f (z) se réduit à uns famille de fonctions analytiques ; un point 
de branchement n’a pas de voisinage possédant cette propriété. 

Dans les exemples c et d les points de branchement étaient 0 et oo. 

La siructure des gurfaces riemanniennes pour de différentes 
fonctions est étudiée plus en détail dans [3]. Pour l'état actuel de ta 
théorie générale des surfaces riemanniennes voir (22). 


Exercices 


œ 


1. Si le rayon de cnnvergence do La série / (2) = > a,z" vaut { et que tous les 
( 
a, solent positifs, alaro s — 1 est un point singulier. 
2. Si la série » a,s" 8 À pour rayon de convergence et lo seul point singulier 


[] 
sur la circonférence | z | — 1 est un pôle d'ordre m, alors | a, | < Anm”1, où À 
est une constante. 


25 3ak. 2285 
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3. race du mazimum.) Soit f (£) une fonction analytique dans le domaine 
G limité par un contour F, et soit 


M =sup | f (2). 
2er 


Alors | f (z} | -& M dans le domaine G. SL | f (20) | = Af en un point intérieur 
zo € G, alors f (z) est constanie dans le domaine G. 

4. Si une D nef (2) qui est analytique à l’intérieur du cercle |z| & R 
y satisfais à l'inégaiité |/ (z) | & M, et st / 40) = 0, alors 


ele] 


(H. Schwarz). 
5. Si une fonction / (z) est analytique dans le cercle | z | < R, slors la fonc- 
tion la M (0), où M (p) — max | f(z)1, est une fonction convexe de In p 
1tI=0 


(J. Hadamard). 

6. Uuo fonctiou réolle u (x, y) est dito différentiablo en un point (xc, yo) 
s'il exlste des nombres 4, et D, tels que. dans un volsinage du point r,, ÿo, on 
a la représentation 


u(ro+hk, yo + k) = u (ro; yo) + Auh + Buk + e (k, k), 


où Te mn —æ Ô pour h-+>0,.k— 0, Démantrer que, pour que la fonction 
w —u(z, y) + fv(z. y) ait la dérivéo w° (2), il faut et il suffit que u (x, y) 
et v(x, y) soient différentiables au point 2, = (zo, go) et que l’an ali Au = 
= D: D = —By. 

7. Démontrer qu’une fonction homograplhique # Es 


famille de toutes les circonférences (y compris les droites que l’on peut considérer 
comme circonférences centrées à l'infini) en elle-même. 


transforme la 


œ 
8. La croissance d’une fonction f (2) = Ÿ} an" poui êiro évaluée per les 
Û 


fonctlons 
M (p}=max|f(z)f, 
l4=p 


Mi (e)= Silant-lzl". 
U 


Evidemment, M (p) < M, (p). Mais M, (p) ue croît pas trop vite relativement 
à M (p): pour tout = 0,ona 


Ma (9 (+8. 


y, Supposons qu'une function f (2) soit analytique dens le domaine G limité 
par un contour L, à l'exception éventuelle d'un nombre fini de pôles, et qu'ello 
soit non nulle sur L. Lorsque z parcourt L dens le sens positif, le point w = f (2) 
décrli une courbo formée. Le nombre de iours complets que fait eutto rourbo 
(auiour du point w — 0) est égal au nombre des zéras de la fonelion f (z) dans 
le domaine G moins le nombro des pôies (princtpe de l'argument), 

10, On sait qu'une sulte de fonctions opus fn @) A—=1.2.:.) 
converge vers uno fonction f (z) + Ô oniformément à l'iniérieur d'un domaine 
G (10.36. a). Soit Z l'ensomble de tous tes 2éras de toutes les fanctions f, (2) dans 
le domaine G. Alors l'ensemble des zéros de la fonction } (2) (tout zéro de multi- 
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pers m est compté m fois) dans G se confond avec l’ensemble des points limites 
e Z à l'intérieur de G. 


11. Si la série ÿ» gt" (1) converge pour au moins un point z d'analyticité 


0 
de le fonction g (s), alors g (z) est une fonction entière, et la série mentionnée 
converge pour tout : uniformément dans tout cercle (G. Polya). 


12, Pour les fonctions D (= ++) , W=aCos 3 et leurs inverses s—=w+ 


+ Vuwi—1, z—=Arccosw, trouver les domaines dans lesquels elles sont 
injectives, construire les surfaces riemannjennes et indiquer les points de 
branchement, 

13. Démontrer l'égalité 


{ Arccos w= Ln (w + V/w?—1), 


14. Si les fonctions f, (2), . .., f, (z) sont analytiques dans un domaine G, 
alors la fonction {fi (z) 1 +... + 1j, (z) | n’atteint pas son maximum à l'in- 
térieur de G 

15. Une fanction analytique f (z) définie dans tout le plan des s applique le 
plan tout entier dans le demi-plan supérieur. Démontrer qus f (3) est une constante, 

16. Déduire le théorème sur l'existence d'une racine d'un polynôme algé- 
brique P (z) (5.86) en partant du théorème de Liouville 10.38. 

17. Déduire le théorème 5.86 en partant du théorème sur le résidu logerith- 
mique (10.44). 

Le Déduire le théorème 5.86 en partant du principe du maximum (exer- 
cice 3). 

19, Une fonction anelytique f (:) est définie dans tout le plan à l'axception 

des points a, 32, . +, 2), .... Où elle a Les pôles simples de résidus b,, ... 

+ bns - - . respectivement. Supposons que l’ensemble (z: | f (1) | & C}, 
pour un certain C, contienne une femillo do circonféronces ,, de centre z — 0 
et de rayon /t, — ww. Démontrer que 


1104 D v (+) 


fem! 


(décomposition de f (£) en éléments simples). 
0. Supposons qu'une fonction g (2) soit analytique dans tout la plan et pos- 
sède les zéros simples aux points s., z, , . . Supposons, de plus, quo la fonction 


1()= te satisfasse à l'hypothèse de l'exercice 19. Montrer que 
8(2)=8 (0) 0 Il {(-7 a} : 
ni di 
21. Etsblir les décompositions suiventes : 
sin 2=7z II (1-2) : 
ne! 


ci I] (hr) 
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22, Supposons qu'une fonction f(s) soit enalytique dans le domaine 
G — {: (— a Largt<a <F5} et vérifie les conditions ; 


|f(3)[<4e8Bi% dans G ; 
1/ (2) | << 1 sur les demi-droites arg 2 = +a. 


Alors | f (z) | < 1 dans tout le domaine G (Phragmén-Lindelüf). 
23. le Er qu’une fonction f (2) soit analytique dans le demi-plan supé 
risur G et vérifie les conditions: 


If) Ke (— © <x<e) 
et, quel que soit e => 0, 
L(2)1< Ace pour tous les 2€ G. 


Alors |f (z) | & e pour tous les z € G. —. 
24, Soit f(z) uoe fonction analytique entière vériflant les conditions : 


If{)I1<e inflf(n1æ=0 (— oo <z<)” 
et, quel que soit e => 0, 


see, l/@1<Auflfl pour tous les 5 € G. 
ors g) = (, 


Historique 


À le Fin du XVIIE siècle ot au début du XVI£19, on possède déjà beaucoup 
de faits concernant les propriétés des fonctions élémentaires dans lesquelles la 
variable réelle est remplacée par la variable Imaginaire (complexe). Faute de re- 
rrésentation phuaue d'uo nombre complexe (qui n'est indiquée par Gauss 
qu'en 1799), les mathématiciens de l'8p0 ue raisoonent par analogie et aboutis- 
sent souvont à des paradoxes. Alnsi, biz et Jean Bernoulli disputent entre 
eux sl les logarithmes des nombres négatifs sont imaginaires ou réels, et cela sans 
posséder aucune définition du logarithme dane le domaine complexe (une telle 
définition prenant en considération la multivocité du logarithme est donnée 
par Euler en 1749). Les « conditions de Cauchy-Riemann » pour les fonctions re- 
présentées par des sérios de puissances eont trouvées par d'Alembert (1752) 
et Eulor (1777). Le terme « fonction analytique » ost introduit par EE de dans 
sa « Théorie des fonctions analytiques contenant les principes du calcul diffé- 
rentiel, dégagés de toute considération d'infiniment petits ou d'évanouissants, 
de limites ou de fluxions, et réduits à l'analyse algébrique des quantités finfes » 
(1797), où l’on sous-entend par fonction analytique la somme d'une série de puis- 
sances. D'ailleurs, Lagrange ne pose même pas la question de convergence de ses 
séries (sinon, il serait obligé de revenir à La notion de limite qu'il a chassée). 
Les iravaux de Cauchy {à partir de 1814) contenant plusieurs théorèmes fonde- 
mentaux de la théorie des fanctions analytiques sont basés sur la même défiui- 
tion, maig l’auteur met à nu le sens de la convergence de séries et la significetion 
géométrique de la variable complexe; c'est Cauchy qui considère, pour la pre- 
mière fois, l'intégralo curviligne ‘par rapport à la variable complexe, dont il 
réduit ia définition à celle de l'intégrale usuelle par rapport à La variable réelle 
en séparant les parties réelle et imaginaire. il indique la méthode de calcul des 
intégrales de fonctions analytiques le long de contours fermés à l’side de résidus. 
D'autre part, Cauchy découvre la relation entre l’analyticité d'une fonction et 
sa dérivabilité pe rapport à la variablo complexe et appelle monogénéité cette 
dernière propriété. L analyse des points singuliers d'une fonction univoque à 
l'aide de se série de Laurent (1843) cost réalisée simultanémont par le mathéma- 
ticien russe Sakhotski et le mathématicien ttalien Casorati (1868) et, un peu plus 
tard, par Weierstrass (1876). 


CHAPITRE 1i 


Intégrales impropres 


Le calcul intégral ne vaudrait pes 
grand’chose sl, au lieu d'être cherchée 
sous forme finie, ia primitive demandait 
toujours un passage à la Limite: il o'y 
aurait alors aucun progrès... Le mérite 
immense de Newton et Leibniz est de 
rendre possible la représontation explicite 
du résultat d’une opération qui est, en 
fait, trréalisable... 250 annécs passèrent 
depuis, et pas mal d'hommes forts reli- 
rent le chemla de Newton et Leibniz. 
Personne ne put continuer l'œuvre des 
fondateurs de l'analyse infinitésimale, ni 
iadiquer une autre méthode pour mettre 
sous forme finie le résultat de la s0mme- 
tion d'’infiniment petits... Ssul Cauchy, 
le plus grand annfyste du XIX® uiècle, 
eut l'honneur de donner un procédé ori- 
inal, qu'il nomma calcul des résidus, 
ont ou peut se servir pour mettre vous 
forme finie le résultat de la sommation 
d’uo nombre infiniment grand de termes 
infiniment petits, et cela dans une quan- 
tité de cas où la méthode éprouvée de 
rimitives de Newton et Leibniz est en 
éfaut. 

N, Lousine 


Isaac Newton, mathématicien et naturaliste (1043) 
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11.11. Soit y = f (x) une fonction définie pour a & z  b << 0 
et prenant des valeurs complexes. La définition de l'intégrale d’une 
fonction à valeurs complexes est connue depuis 10.21; notamment, 
si f(x) = u (x) + iv (x), où u(xz) ot v (x) sont réelles, on pose par 
définition 

b b b 
i 1 (x) dr — f u(r)d:+i [v(s dt. 
a a a 

L'intégrabilité de la fonction f (x) sur l'intervalle [a, b] est donc 
équivalente à l'intégrabilité, sur cet intervalle, de deux fonctions 
u (x) et vw (x). 
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Supposons qu'une fonction f (r) soit intégrable (par exemple, 
continue par morceaux) sur tout intervalle fini a & x & b << oæ, 
a étant fixe, b arbitraire. Nous tenons à attribuer un sens à D «a intégra- 
le impropre de première espèce » 


Ÿ 16e) de. (1) 


Considérons la fonction complexe de la variable X=>a: 
x 
I(X)= Î { (x) dz. (2) 


a 
Définition. Si, pour X —+ æ, la fonction 7 (X) tend vers 
une limite finie 7 € C, on dit que l'intégrale impropre (f) converge 
et l'on pose par définition 


[ras - 1h lim Z (X)= lim à [rtoas 1. (3) 


Si, pour X —+ oc, la fonction 7 (X) n’a pas de limite finie, on dit que 
l'intégrale (1) diverge, et l'on ne lui attribue aucune valeur. 


Exemples. a. Intégrale impropre | za. 
! 


x xa+i 

fra | ait pour az—|i. 

1 In X pour œ= —À1, 
l'intégrale converge, si æ <<—1, et diverge, si «> —1. 


Vu que 


b. Intégrale impropre Ÿ cos és. 
Comme 


x 
i cos x dx =sin À 
Û 


n'a pas de limite pour X —+ œ, l'intégrale diverge. 


c. Intégrale impropre ÿ «t* dz, 
0 

x 

Î el" dr =” 

0 

n’a pas de limite pour X —+ ©, l'intégrale diverge. 


Comme 
iX _ 4 


Î 
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11.12. Critère de Cauchy etconditions équli- 
valentes de convergence. Les propositions suivantes 
sont équivalentes: 

a. Il existe un I tel que, pour tout e => 0, on peut trouver un X5 >> 
> a tel que, quel que soit X > Xo, on a 


ur coi=li-fs@f<e. 


b. Pour toute suite Xn —+ ©, les nombres I(X»r) tendent vers 
une limile (finie). 
€. Pour toute suite X, — oo, la série 
X 41 


DU an) AE Î f (z)dz 


converge. 
d. Quel que soit un e=>0, il existe un X>=>a tel que, pour 
X'>X, X’>X,on a 


ZX" 
rar @I=] | j@)ar|<e 


(critère de Cawchy). 

La proposition a n’est rien d'autre que la définition de la limite 
de la fonction 7 (X) à l'infini. La proposition d est le critère de 
Cauchy d'existence de cette limite. La proposition b représente la 
condition équivalente en termes des suites (4.66). Enfin, la proposi- 
tion c exprime la relation usuelle entre la convergence d'une série 
et celle de la suite de ses sommes partielles. Les propositions a-d 
sont donc équivalentes. 

JL importe, dans la proposition b, qu'il s'agit de toute snlte 
Xn — ©. Si l'on sait que, pour une certaine suite X, —> oo, les 
nombres 7 (X,) tendent vers une limite, cela ne signifie pas encore 
que l'intégrale (1) converge. Par exemple, 

en 


Î cos z dr = 0, 


mais l'intégrale 11.11.b diverge. 


11,13. Cas de fonction à intégrer non négs- 
tive. 
a. Soit une intégrale impropre 


[ (a) az, (1) 
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où la fonction f (x) est non négative. Alors la primitive 7 (X) — 
= f f (x) dx ne décroît pas; si 7? (X) n'est pas bornée gur (a, œ), 


a 
alors ga limite pour X + © ést +00, et nous disons que l'intégrale 
(1) diverge vers +0 : si Z (X) est bornée sur (a, ), alors sup 7 (X) = 
= Jim Z(X) (4.53), et l'intégrale (4) converge. 


TXT 
b, Le critère de comparaison est formulé de la 
manière suivante: si deux fonctions f, (x) et f2 (x) non négatives, in- 
tégrables sur tout intervalle fini et telles que f, (x) < cf. (x) pour 
ZT > Xo sont données sur (a, oo), alors la convergence de l'intégrale 
de f2 (x) implique la convergence de l'intégrale de f, (x), et la divergence 
de l'intégrale de f, (x) implique la divergence de l'intégrale de fà (x). 
Toutes ces conclusions résultent de l'inégalité 
x ) 
LA) (X0)= | ha ds<e | f(x) dr = (1: (X)— (Ko), 
Æo X0 
qui a lieu pour tout X => X,, ainsi que de la convergence d'une inté- 
grale avec la primitive J (X) bornée (a). 
ce. Exemple. L'intégrale d'une fonction rationnelle 


" Pix) 
| QG) dr (a>-0), (2) 


a 
où P (x) et Q (x) = 0 sont des polynômes (à coefficients complexes) 
de degré p et q respectivement, converge pour q > p + 2 et diverge 
pour g<p +1. 

En effot, si 9>p<+2, alors | Te <<, et l'intégrale (2) 
converge, car on peut choisir à Litre de comparaison la fonction 
_. (11.144.a). Soit maintenant g< p+1. Alors la fonction ration- 
Ta a une partie entière non uulle: on peut poser 

P(z) _  _m m= P; (x) 

TH(n 4 Hart t+ ,.. + amT + am + , 


où m > 0, ao 0, et le degré de P, (x) est inférieur à celui de Q, (x). 
Il en résulte 


nelle zx 


nn) _ _L 4m 1 Pitz) 
Qt ‘7 Fee +amat += Dit) ? 


T 

P (2 a nm Lu x 
| QG) dr (X"—a")+ ... + ame (X —a)+ am In = + 
n 


X 
1 Pilz) 
+] z (x) Fe 
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Le dernier terme, comme on l’a vu plus baut, a une limite finie (le 
degré du dénominateur dépasse au moins de deux unités celui du 
numérateur). la somme des autres termes n'a pas de limite, Son modu- 
le tendant vers l'infini. Par conséquent, l'intégrale (2) diverge. 

d. Exemple. Pour un polynôme P(r) = ag" +...+a, 
à coefficients réels et avec as >> 0, l'estimation suivante a lieu si z 
sont grands: 

ci { Ce 


z/P are n zP 
donc l'intégrale 


converge pour > et diverge pour —<1. 


11.44. Critère intégral de convergence d'une série 
numérique. Soit a; a+... une série à termes positifs non 


Fig. 11.1 


croissants, de sorte que äny; an (n—1, 2...) et soit y—a(x) 
une fonction positive non croissante et telle que a(n)=an. La 
fig. 11.1 montre que 
n 
at... +an< [a(r)dr<a+at...+ans. (1) 


Î 


Il résulte de (1): si l'intégrale OL converge, il en est de 
1 


même de la série DT et si l'intégrale f a() dx diverge, il en 
1 


1 
œ 


est de même de la série > an. C'est le critère intégral de Cauchy 


1 
de convergence d'une série numérique. 
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Exemples. a. On sait que + converge pour æ>>1 et 
L + 
Î 
diverge pour æa<1 (11.11.a). On retrouve donc le résultat sur la 
convergence de la série > — pour æ>>41 et sa divergence pour 
A 


1 
a<1 (6.15.a). 
b. La relation 


œo œ 

dz d 

ET = { — (u=Inzx, a) 
- Zn zx 4 u 


montre que l'intégrale impropre Î _ converge pour & >>1 et 
LA F4 


Int 


{ 
ninTa 


diverge pour a<1. La série S converge donc pour a>>1 
2 


el diverge pour æ<1 (6.15.c). 
c. En partant des considérations géométriques du même type 
qu'au début du présent numéro, on peut obtenir de différentes 


F 1 
z 


n=1 n n+f 


Fig. 11.2. 


estimations des restes de séries convergentes et des sommes partielles 
de séries convergentes ou non. Par exemple, on a directement de la 
fig. 11.2: 


2 F< 5-1] 021. 


en n— 1 


D'après la fig. 11.1, on a, pour a(s)=+: 


n { n dz n—1 i 
F<fS=imex + 
keæm2 1 L'LCE : 
De la même manière, il résulte de la fig, 11.3: 


k+1 


S {ax— | a(z) dr} <a 
Ra= } R 
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le premier membre étant croissant avec n. En désignant sa limite 
par € et en sommant on voit que 


’L n+1 
D an= Î a (z)dr+C—Yyn, Yn NO. (2) 
Rom 1 


Pour la série = + , La constante C fut calculée pour la première 
fois par Euler (1734): C —=0,5772 ... La constante d’'Euler se ren- 


Fig. 11.3. 


contre souvent en analyse, L égalité (2) prend ia formo 
+++... + Lin (n+1)#0,5772 ...—yn, Ya NO. 


11.15. Convergence absolue et semiconvergence 
d'intégrales impropres. Soit une intégrale impropre 
Ÿ f(a) de, (1) 
a 


f(x) étant une fonction complexe continue par morceaux. Si l'in- 
tégrale 


NPICIE- (2) 


converge, alors l'intégrale (1) converge également, puisque, quels 
que soient X’ et X”, on a d’après 10.21 (5): 


Z° X° 
rte del< [17618 


et l'on peut appliquer le critère de Cauchy. Dans ce cas, l'intégrale 
(1) est dite absolument convergente et la fonction f (x) absolument 
intégrable sur (a, æ). Pourtant, l'intégrale (1) peut bien converger 
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sans que l'intégrale (2) converge; dans ce cas, l'intégrale (1) est 
dite semni-convergente. Il existe des critères de convergence appli- 
cables à des intégrales semi-convergentes. 


11.16. Critère de Leibniz. Soit une intégrale impro- 
pre 


[reed (1) 


la fonction f (x) étant réelle. Supposons que la suite a az <<... 
«.. <ün <<... de toutes les racines de la fonction j (x) sur (a, 0) 


Fig. 11.4. 


soit telle que a, —+ ©, f (x) >> 0 pour aon-1 CT << Gon et f (x) <0 
POUF Gon CE <CGong, (fig. 11.4). Les nombres 


bn = Tr 
êh 


forment une suite alternée. S'ils satisfont à l'hypothèse du critère 
de Leibniz pour une série numérique (6.23), c.-à-d. si | b, | X 0 et 
[br 12 lbn4: | pour tous lsn=N, N +1, N +2,..., alors 
l'intégrale (1) converge. 

Pour démontrer la proposition, choisissons, pour un X donné, 
un n tel que a, < X & a,4,- Alors 


x at X 
Fredse À (2) de ++... +bnai+ | (2) à. 


Le premier terme du second membre est constant. La somme entre 
crochets a une limite, lorsque ñ -> w, en vertu du critère de Leibniz 
pour les séries. Le dernier terme ne dépasse pas en module la quan- 
tité 
[f(æ)|dz =]bn |, 


nat 
ah 


donc, par hypothèse, tend vers zéro pour ñ —+ co. Par conséquent, 
la limite du premier membre existe, ce qu'il nous fallait. 
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Exemples. a. Considérons l'intégrale 
| g (x) sin r dz, (2) 
où g(z)>0 et g(z) UXO pour z->, Les racines successives de la 


fonction g(z)sinz pour za sont r—=kn, (k+1{)x,... On a, 
évidemment, 


g()|sinz|>g(z+n)|sin(r+a)|, 


d'où 
(m+i)n (imh1}n 
lüml= À gta)lsinslds> À g(e+n)lsin(z+n)|dr= 
mi mx 
(m+ 2} 
= À etisnzldsetomul: 
({m+1)x 
ensuite, on a 
(m+1}r 
LAE | g(z)|sinz|dr<ang (mn) — 0 pour m— «. 
AA 


L'hypothèse du critère de Leibniz est donc satisfaite, et l'inté- 
grale (2) converge. 


Si [e(æ)ar< 0, alors l'intégrale (2) canverge absolument. 
a 


L--] 
Montrons que si feats)dr= œ, alors l'intégrale 
a 


IMOIEEI (3) 


a 
diverge. Dans l'intervalle (m—1}n++<r<mi—+ de longueur 
<a, on a les inégalités [sinrl><+, g(z)>g(mn); par consé- 


quent 


mn- + 
6 


mt 
| g(z)|sinr|dr> | g(x)[sinz|dz > 
(m— 1} CONOr 


1 2 
>E (an). + F1. 


398 CH.11. INTÉGRALFS IMPROPRES 


Or, l'intégrale 
fetenaz= + [etu)du (= no) 


étant divergente, la série des termes g (mn) diverge. Donc, d'après 
11.12.c, l'intégrale (3) diverge elle aussi. 
b. L'intégrale 


| sin(r')dzr, y=>0, (4) 


se réduit par la substitution r'=u à 
- L 
f sin u.uŸ 
v 


l'intégrale 


du 


qui converge, on l'a vu, pour Le 1 < 0, c.-à-d. pour y > 1 (on 
poul aussi appliquer le critère de Leibniz directement à l'inté- 
grale (4)). 

Notons que dans l'intégrale convergente (4), la fonction sin (x*) 
ne Lend pas vers zéro pour z —+ ©, ce que l’analogie formelle avec 
les séries nous pourrait fairo attendre, En réalité, l'analogue du 
théorème: « le terme général d'une série numérique convergente tend 
vers zéro », est non pas la proposition: « la fonction à intégrer d'une 
intégrale impropre convergente lend vers zéro pour x —+ oo » (ce qui 
est faux comme on l’a vu ci-dessus), mais la proposition: « étant 
donnée une intégrale impropre convergente, l'intégrale de su fonction 
sous le signe somme étendue sur un intervalle de longueur fixe tend vers 
zéro lorsque l'intervalle s'éloigne à l'infini». En d'autres termes, 
pour tout k >> 0, on a 

x+h 


lim | f(u)du=0, 


Ce qui résulle immédiatement du critère de Cauchy 11.12.d. 
11.17.a. Critère d'Abel-Dirichlet. Soit intégrale impropre 


0 


| gta)s(z) az. (1) 
a 
Si la fonction (complexe) y (x) possède une dérivée continue par 
morceaux absolument intégrable sur (a, ©) et tend vers O pour 
z—+ ©, el si S(x) a une primitive bornée G(x), |G(x)|<C, alors 
l'intégrale (1) converge. 
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En intégrant par parties on a: 
j g(x)s(x) dx = g(x) (x) P— j G(z)g'(x)dz (pP<d). 
p P 


Le premier terme à droite adinet la majoration 


|g(a)G(g)—g(r)G(P)I<2C max{|g(p){, |g(a)l}, 


donc tend vers zéro pour p, q—+o,. Le terme intégral admet 
la majoration suivante: 


q 
lotetoæl<c|ie (z) | az. 
P P 


Par conséquent, il tend également vers zéro pour p —+ ©, q —+ ©. 
Ainsi, l'intégrale (1) satisfait à la condition de Cauchy 11.12.d, 
donc converge. 

b. Excmple. Considérons l'intégrale 


œ 


EL exdr (aER, «#0), (2) 


où (x) et Q(r) sont des polynômes en z (à coefficients com- 
plexes) tels que le degré du polynôme © (x) dépasse d’une unité celui 


de P(x) et que Q(x) n'a pas de racines dans Ste (a, æ),. 


Posons g (x) — F2 , S(x) = ei, Alors g'(x)— PS. est une 


fonction rationnelle dont le degré du dénominateur dépasse au 
noius de doux unités celui du numérateur. C'est pourquoi l'inté- 
grale de g’(xr) est absolument couvergente (11.143.c). La fonction 


s(x) -:eitz à la primitive bornée L'’hypothèso du critère n 


est douc satisfaite, et l'intégrale (2) converge. 

c. Si Ja fonction g (x) est réelle, on peut modifier l'hypothèse du 
crilère a; notamment, il suffit de supposer que g (x) tende vers zéro 
d’une façon monotone et possède une dérivée continue par morceaix. 
En effet, dans l'hypothèse formulée, la fonction g’ (x) ne change pas 
de signe, et l'expression 


x X 
fig’ @ids=| (8 (o) dr 18 (X)—e (a 


a une limite finie pour X — ©, de sorte que | g’ (x) | cst intégrable 
Les conditions à imposer à la fonction s (x) restent les mnêmes 
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11.18. Intégration par parties et par subs- 
titution dans une intégrale impropre En 
fait, nous avons déjà utilisé plus d'une fois les procédés mentionnés 
dans des cas concrets; à present, faisons quelques remarques d'ordre 
général. Il suffit de prouver qu'il soit possible d'effectuer les opéra- 
tions en question pour un intervalle fini (a, X}) et de passer ensuite 
à la limite pour X — æ. Ainsi, si l'intégration par parties sur 
l'intervalle (a, X) donne 


X x 
J f(æ)e (a) de=f(2)G (HT — Î (x) GG), 


on peut noter 
02 


{roc 


Ÿ 4e) 8 (a) de = f(x) G (x) 


dans la supposition qu’au moins deux limites sur trois existent 
(alors la troisième existe évidemment elle aussi), Le premier terme 
à droite est défini comme suit: 


1 (2) (2) ° = lim f (2) 6 (x) jf = lim [{(X) G(X)—f (a) G (a)] 


D'une façon analogue, si, après une substitution x=z(u) nous 
aboutissons à l'égalité 


À U 
[r(æ)dr= j1e (u)) z' (u) du 


et que, de plus, X—> implique U —+ B(< ©) et réciproquement, 
alors on a l'égalité 


ROLE | f(z(u))z' (u) du 


à condition qu’au moins l'une des intégrales écrites existe (alors 
la deuxième existe aussi). 
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11.12. Intégrales impropres de deuxième 
espèce. 

a. Soit f(x) une fonction complexe donnée sur un intervalle 
(a, b] et intégrable sur tout intervalle de la forme [a + e, b], mais 
pas forcément intégrable sur tout l'intervalle [a, b] (elle peut, par 
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exemple, être non bornée sur la, bl). Nous tenons à attribuer un 
sens à « l'intégrale impropre de deurième espèce » 


b 
{ (x)dz. (1) 


Pour le faire, considérons la fonction de €: 
b 
I (e) = { f(x) dz. 
as 
Si cette fonction a une limite finie que nous notons 7, lorsque e + 0, 


alors on dit que l'intégrale impropre de deuxièine espèce (1) converge, 
et on lui attribue la valeur 


b 
I= lim J (e)=lim { f(x)dz. 
e—0 et 
œt+e 


Si la fonction 7 (e) n'a pas de limite pour e —+ 0, on dit que l’intégra- 
le impropre (1) diverge, et on ne lui attribuo aucune valeur. 
b. Si l'intégrale 


b 
1= | (ads (2) 


existe en tant qu'intégrale définie usuelle, alors clle existe au sen- 
de 1a nouvelle définition et a la même valeur 7. En effet, si l'intégra- 
le (2) existe au sens usuel, alors la fonction f (x) est bornée de même 
que ses parties réelle et imaginaire (9.15.c); soit, par exemple, 
| f(x) | <C. Pour tout € > 0, on a 

b ate b 

freoar= | fioar+t | (sd (3) 

a a o+ 


e 
et 


a+s 


| | Î (x) az |< Ce 


11 en résulte que la limite de la deuxième intégrale dans le second 
ncnbrce de (3), pour & -+> Ô, existe et est égale à l'intégrale dans le 
premicr membre, ce que nous cherchions. 

c. La définition a ressemble à la définition de l'intégrale impropre 
de première espèce (c.-à-d. à la limite supérieure infinie). En effet, 
l'intégrale de denxième espèce se réduit directement à l'intégrale 


de première espèce par la substitution x — a = J.. Par conséquent, 


26 3ax. 2285 
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touto la théorie des intégrales impropres de deuxième espèce peut 
être déduite de celle des intégrales de première espèce. On peut aussi 
bien construire ces théories parallèlement. Nous lalssons au lecteur 
le soin de formuler, pour l'intégrale de deuxième espèce, le critère de 
Cauchy, le critère de comparaison, la définition et le théorème de la 
convergence absolue, les critères de Leibniz et d'Abel-Dirichlet. 
Signalons seulement certaines particularités des intégrales de deuxiè- 
me espèce qui sont essentielles dans les applications. 


11.22.a. Pour se servir du critère de comparaison, il faut 
avoir à ga disposition une vaste collection d'intégrales modèles. 
En ce qui concerne les intégrales de deuxième espèce, les intégrales 
les plus usitées de ce type sont 

b 


dz 
Ver (1) 
On a 
1 1 1 
? dr ler) a 0. 
Î (x —a) — b—n 
o+e in = s— (4 =1); 


l'intégrale de la forme (1) converge donc pour Àk <1Â et diverge pour 
À > 1. 

TD. En appliquant le critère de comparaison on obtient: st, pour 
zE(a,b), on a 


ee LEE per 


= mr i 


alors l'intégrale 11.21. (1) converge pour À << 1 et diverge pour À => 1. 
o. Considérons, en particulier, l'istégrale 


b 
{ [in x/" ds. (2) 
ù 
Pour x petit, on a [Inr|<c|rl-* quel que soit &æ => 0 (5.57 (3)). 
On peut poser a=+; en comparant ensuite l'intégrale (2) à l'in- 


tégrale 
| 3 


1 
QE 


qui converge en vertu de a, on voit que l'intégrale (2) converge pour 
tout y. 
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11.23. Intégrales impropres de troisième 
espèce. Soit / (x) une fonction complexe donnée sur un intervalle 
(a, b) fini ou non (c.-à-d. que les valeurs a = —o, b — +0 sont 
admissibles). Nous disons que c est un point singuler de la fonction 
f (x) dans les cas suivants: 

a) le point € — —o ou € = +oo est singulier s'il représente 
une extrémité de l'intervalle (a, b); 

b) un point c à l’intérieur de l’intervalle (a, b) est singulier si 
la fonction f (x) n'est intégrable au sene ordinaire dans aucun voisi- 
nage de ce point; l'extrémité c est un point singulier si f (x) n’est 
intégrable dans aucune intersection de l'intervalle (a, b) avec un 
voisinage de c. 

Supposons que la fonction f (x) possède au plus un nombre fini 
de points singuliers et que, à l'extérieur de ces points, elle soit 
continue ou continue par morceaux. Nous tenons à atribuer un sens à 
« l'intégrale impropre de troisième espèce » 


b . 
ÿ (mdr (1) 


En fixant, entre deux points singuliers successifs quelconques 
Ci, Ciga, Un point non singulier p;, on aboutit à un ensemble des 
intervalles de la forme (ec, p;) et (p,, cie) ayant chacun un seul 
point singulier à l'extrémité. Définissons d'abord les intégrales de 
la fonction f(x) sur ces intervalles comme intégreles impropres 
de {-ière ou 2-ième espèce: 


P; Pi Si41 X 
| 1 (a) de = lim { f(x) dx, Î (e)ds= dim Ÿ f(a) dz. 
i i Pi 


On n'attribue un sens à l'intégrale (1) que si toutes les intégrales 
impropres ainsi obtenues convergent ; notemment, on poso 


d+ 


P Ciyt 
(reée > { (rar Î fa)&}. (2) 
a Si Pi 


Il faut prouvor que le résultat ne dépend pas du choix de points 
pi. Faisons-le pour l’un des intervalles (ci, cul. Soit << ps << 
< gi <Ci. Alors on a 


Pi Cist P; Y 

(redr+ | f(D = im [+ lim (= 
X=c, Yi, 

Ci P; P; 


Pi 


Pi A + qi e 
ha [+ er + lim = 


na ing 
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Y LT Y 
= lim +] lim = lim | + lim {= 


Æ=c En X—< Ye 
i i+t 7 i dr1 di 


ho Le dz, 
ci d 


ce qu'il fallait démontrer. (Lors des calculs intermédiaires, on 
n'explicitait pas les expressions à intégrer.) 


11.24. Exemple. Considérons l'intégrale 


œ 


dz 
nr —m<a<..<e<o. (1 


0 
Les points singuliers sont — oo, C1, ..., Cns @. 
Pi Si 
Les intégrales f et | convergent si, et seulement si, œi< 1 
C; Pj—1 
(les autres facteurs étant bornés au voisinage du point c). Les 
Po œ 


intégrales Î et Î convergent si, et seulement si, a +...<+an>> 
Cr Pn 
> 1. Donc, l'intégrale (1) n'existe que pour 
a <<, ...,an 1, +... +an >. 


Notons que l'intégrale 
œæœ 
f dr 
4, lz—clf 


qui s'obtiont de (1), lorsque n—1, ne converge pas quelle que soit 
la valeur de «&. Il en est de même des intégrales 


( dz Î dz 
d,e—ax "Je 
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11.31. Intégrale d'une fonction rationnelle. Con- 
sidérons l'inlégrale impropre d'une fonction rationnelle, c.-à-d. du 
rapport do deux polynômes P (rx) et Q(z) (à coofficients com- 
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plexes) : 


PE) 
j QU 4 (0) 
Elle converge si le dénominateur n'a pas de racines réelles et le 

degré du dénominatour dépasse au moins de deux unités celui du 

numérateur (11.13.c). 

Comment trouver la valeur de cette intégrale ? 
On peut certainement calculer l'intégrale indéfinie de la fonc- 


tion rationnelle Te selon les règles 9.42 et substituer ensuito 
les limites —0co et oo. Mais il s'avère qu'il vaut mieux, parfois, 


d'appliquer les méthodes liées à la nature analytique de la fonc- 
P(z) 


tion Q(z) ‘ 

La fonction ni de la variable complexe z est analytique par- 
tout dans le plan des z, à l'exception d'un nombre fini de points 
qui sont les racines du dénomi- 
nateur. Considérons dans le demi- 
plan supérieur le contour fermé 
lisse par morceaux Z formé du 
segment [—_ À, Aj de l'axe réel 
et de la demi-circonférence 


R ={2= Rev, 0<p< a}, 


R étant si grand qu'il n'y a pas 
de racines du dénomipateur dans -f 0 R Z 
le demi-plan supérieur à l’exté- 

rieur du demi-cercle construit. Fig. 11.5. 

A son intérieur, ily a un certain 

nombre de racines du dénominateur, par exemple a;, ..., aa (fig. 
11.5). En vertu de la formule 10.43 (1), on a 


R q 
P (x) P (2) _ P (2) 
Î 0) S Go dz = 2ni 2 Res ÊT Ie (2) 


Faisons tendre À vers ©, Vu la condition imposée aux degrés des 
polynômes P (2) et Q(z), on «à se <& sur [a domi-circonfe- 


rence Ch, À étant une constante: donc 


LECP PERTE 
Ch 


J 


Q (2) R 
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Il en résulte quo l'intégrale 


© 
mn 
Q] 
4 


Jan (3) 
a la quantité (2) pour limite lorsque À — ©. L'intégrale (1) étant 
convergente, elle doit se confondre avec la llmite de l’intégrale (3). 
Définitivement, on a 


° q 
P (x) _ P (2) 
Â Qu) = à ds [ Q (2) = (4) 


a. Si les racines 41, ..., à sont simples, alors, d'après La for- 
mule 10.42 (1), on a 


P (2) .e Gr . 
Res[& Qt) L,=% "Uy) ! 
par conséquent, 


Î Se dx = nt Ÿ 7e (5) 
Exemple: _ 

( = 2ni À = 

d,7 +1 "22 [mi 
b. Si les racines «;, ..., a, sont multiplos, de sorte quo la racine 


a; est de multiplicité ky alors on doit appliquer la formule plus 
générale 10.42 (2) à la place de 10.42 (1): 


P (2) RJ er (Rj-1 
Res (> (:) Lu EU [e- OÙ Ge Ji-e, 


de sorte que 


cæ q 
P (z) … 1 ue, 2) 1-1 
J Qt = ent 2 CTENY Le 2% GG | 


1=a, 


Exemple: 


Jared rl 


— nt { 


{ , 
= 2ni [ (2+i? La= + ze gi3 


6 11.3, CALCUL À L'AIDE DE ZÉSIDSS AT 


c. Remarque. Nous avons réduit l'intégrale Î PEL Gp à à la 


d Q{) 
somme des résidus (multipliée par 2ni) de la fonction de dans 


le demi-plan supérieur en considérant le contour L fonné du seg- 
ment |—R, À] et de la demi-circonférence C} = {z:= Rei®, 0<p< 

Sn}. On peut faire de même avec la contour L” composé par le 
<yrment LR, —R] (parcouru de droite à gauche) et par la denu- 
circonférence Cn—={2z2—Reis, n<p<21} dans le demi-plan infé- 
rieur; on a 


2. P (:) _Ç PG) (re P (2) 
Gi à dis Cr Lis Qu) = | QG) a+ Ÿ 76 TG) 


b1, ..., b- étant les racines du polynôme @(z) appartenant au demi- 
plan inférieur. 
En passant à la linite pour À — œ on trouve 


Î Ethan [Era —an 5 nu [E 


vo 


Les résultats obtenus ici et dans (4) ont les formes différentes. 
En réalité, ils se confondent parce que la somme des résidus (mul- 


tipliée par 2xf) de la fonction 5 pour foutes les racines de Q (2) 


est nulle. 
On peut le voir directement. On salt que la somme mentionnée 
des résidus coïncide avec l’intégrale 


P(z 
Fed (8) 


{2t=R 


prise le long de la circonférence d'un rayon À si grand qu'elle con- 
tienne toutes les racines de @ (z) à son intérieur. Cette intégrale 
ne dépend pas de À? et admet l'estimation 


| $ co Es dz < max | SE 


{z1=7 


°2xR < 21h —+ 0. 


TU) 


ar . est donc nulle, d’où 


P (2\ P (:) 
D Re s[5 TIC +2 re [se th — 
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11.32.a. Intégrales de Fourier. Considérons les intégre- 
les usitées de la forme 


Î Î (x) el0x dx, (4) 
| 1 (x) Cos ax dr, (2) 
Ÿ f(x) sin ox az (3) 


qui Contiennent un paramètre réel ©; elles s'appellent intégrales 
de Fourier. 
Si la condition 


Ÿ 17 (x)1 dr < 00 


est satisfaite, alors toutes les trois intégrales de Fourier convergent 
absolument. Si, pour | z | —+ , la fonction f (x) est réelle et tend 
vers zéro d'une façon monotone, alors les intégrales (2) et (3) con- 
vergent pour © 5 0 (cf. 11.16.a), mais, dans le cas général, non abso- 
lument. Si, de plus, f (—zx) = f(x) (la fonction f (x) est paire), 
alors l'intégrale (3) est nulle, et si f (--x) = —f (x) (f (x) est impai- 
rc), c’est l’intégrale (2) qui est nulle. En outre, on a la relation 
évidente 


| 1 (à) ecx dæ = i f (x) cos ox dx +i j Î{ (x) sin ox dz. 


de sorte que, dans le cas où / (x) est réelle, les intégrales (2) et (3) 
représentent les parties réelle et imaginniro respectivement de 
l'intégrale (1). 

b. La théorie générale des intégrales de Fourier sera exposée 
dans le chapitre 15 (troisièine partie). Ici nous nous bornons au 
calcul des intégrales de Fourier pour certaines classes de fonctions. 
Les méthodes d'intégration le long d’un contour sont en l’occurrence 
très uliles- 

Soit f (x) = = une fonclion rationnelle et supposons que le 
degré du polynôme @ (x) dépasse au moins d'une unilé celui de 
P (z) el que le dénominalcur ue s’annule pour aucun x réel. Dans 
ce cas, les intégrales (1)-(3) convergent (11.17.b); on va les calculer. 
Considérons les racines a,, ..., a, du polynôme © (x) dans le 
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demi-plan supérieur. Construisons le contour fermé L* du segment 
[—R, À] de l’axe réel et de la demi-circonférence Cà —{z = Heiv, 
0<p<n}). Alors, d’ di 10.43 (1), on a 


P() 107 — P(2) 10x P (:} oz 
PTE LL {2e rie sed 


Lt —A 
be P(3) 3 
= Z Res [se 1. (4) 
Montrons que, pour 6 >> 0, 
] P(2 10: = 
inf em ao o 
Siy >0, o > 0, alors . | = [eioz-0y | = e-0v < 1. Par consé- 


quent, si le degré du polynôme © (z) dépasse au moins s de deux unités 
celui de P (z), la démonstration de la relation (5) se fait exactement 
de même que dans 11.31. 

c. Si le degré du polynôme © (3) ne dépasse que d’une unité 
celui de 2 (z), le raisonnement 11.31 ne convient pas. Pour ce cas, 
nous établissons le lemme suivant. 


Lemme. Sio=>0,on a 
EL 


Jr ee (c constant). 


Démonstration. Comme sin(n—æ)—=sin, il suffit de 


considérer l'intégrale 
n/2 


| e-Rosing dy 


Û 
qui fait la moitié de la précédente. Pour R>1,0on a 


n/2 11/8 1/2 
Î e-Ro sh 6 do = Î e—Ro sin @ Gp + Î e-Rosn® do << 
0 Ù n/6 
11/8 n/2 
< Î LE. 6-0 on 6 dp + Î e-Roan € dp < 
0 Ma #6 
Rosny |0 AO _ AO 
| HT <——+$e = 
Ro cos — RO cos — 
5 x 6 
0 
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la fonction ue" étant bornée pour u >> 0. Le lemmo esi démontré. 


d. Conséquence (lemme de Jordan). Si une 
fonction f (z) est définie et analytique dans le derri-plan Im z >0 
pour ]z2| > p, et si, de plus, 


lim sup [/{(z) | = 
Ro }z]=R 
alors, pour a > 0,ona 


lim d\ f (2) e19: d = 0. 
Rs 
Démonstration. En DS le lèmme c on trouve 


À f (2) iv: az |[=| [(z)ei9se-vReis dg|< 


Cil 
EL 
< sup{f(2)1-R: | e-Roanedp< + sup|/(z)|-> 0 pour R -+ 00, 
zECh rh zECR 


ce qu'il fallait démontrer. 
c. On continue le calcul de l'intégrale (1) pour }(z) = FU : 
Comme cette fonction, pour les |z| assez grands, satisfait à l'inégalité 


P (z) c 
11=-[52]< STIT ? 


j'égalité (5) résulte du lemine de Jordan. En passant, dans (4), à la 
limite lorsque À —> © on obtient l’intégrale de Fourier de la fonction 
f (z) avec © - 0: 


P (x) 
QU) 


———— ex dx = 2xi 2 Res 72 etes | ”. 
nr | 


f. Si o << 0, le raisounement os l'est plus valable, parce 
que la fonction |e'°’| croît indéfiniment avec À sur l’arc Cñ. Dans ce 
cas, nous faisons la construction analogue non pas dans le deini- 
plan supérieur, mais dans le demi-plar inférieur. Désignons par 
Cn la demi-circonférence {z = Reï®, x < @ < 2x1} d'uu rayon si 
grand que toutes les racines b,, . .., b, du polynôme Q (z) dans le 
demi-plan infériour se Du à son intérieur; on à alors: 


Pa 


PTE eioz dz fre = 7 e19x da + TE etes dz — 


CA 


= 3 Re TELUS A : 
FR 
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L'intégrale prise Je long de admet l'estimation 


[U _ 0: de | =| [5e Ga eixe-vRels dp|< 
de 


P (2) 
< 
cs | QU) 


-A. { eRssirç dp 
Û 


ct, en vertu du lemme, tend vers zéro pour Z?-+>, d’où 


© A 

PO PE) iox 9 - 

PAC] e ein je ESA *dr— 
L PC» a 

= — ni Ÿ Res ECS ds 
ce qui représente la valeur de l'intégrale de Fouricr de la fonction 
P (x) 
Gt Pour g< 0. 


g. Pour o —0, l'intégrale de Fourier (1) devient intégrale de la 
fonction rationnelle a , et si la différence des degrés du déno- 
minateur et du nominateur fait un, elle n'existe pas. 

h. Exemplo (intégrale de Laplace): 


29101 


î 0e dr 2ni Res | Art Lu —ine"2 (00), 
ARS : 26192 : 
“a — 2ni Res| 2 | = —ine (o<0). 
8 
Notons que l'intégrale indéfinie de la fonction es ne s'exprimo 


pas en fonctions élémentaires. 


11.33. Intégrales spéciales de Fourier. Il 
arrive que l’une ou L'autre des intégrales de Fourier 11,32 (2) et (3) 
existe bien que la fonction / (x) ait des singularités sur l'axe même 
des z, si ces singularités sont compensées par les zéros correspondants 
des fonctions sin 6x ou cos oz. Considérons, par exemple, l'intégrale 
usitée en physique matbématique 


sin Oz 
LA 
—œ 


(sa convergence résulte du critère de Leibniz 11.16). Nans le présent 


% ir 
cas, l'intégrale de Fourter | <—— dz n'existe pas. 


© 


412 CH.11. INTÊÉGRALES IMPROPRES 


Considérons le contour L formé successivement par le segment 
[—R, —el de l'axe réel, la petite derni-circonférence 


Ce ={z—= ee, 0<p<r}, 

le segment Île, Ai de l'axe réel et la grande demi-circonférence 
Pa ={(2= Re, 0<p<xr} 

(fig. 11.6). La fonction ei’:/z n'ayant aucune singularité à l'intérieur 


y 


du contour L ni sur le contour même, on a 


$ eioz = f AU 
. 2 


L —R 


= 0. 


B 
En appliquant le iemme de Jordan on a, pour 0 >> 0: 


: e2z 
lim © — dz = 0. 
Ji-— 00 Z 


TA 
Ensuite, 


T° ox A iox Fi 4 
1e dr e Jr CLIS POUE Had P Fa 
far fée-fese fers 
—8 . R mr RS R | 
+if f = dz+ | "n0z dz|=il f Ines dr + | in 9z az |. 
—R & —R e 
car les intégrales de Ia fonction 0 eur les intervalles [— À, —e) 


et [e, À] se réduisent en vertu de l'imparité de la fonction. Enfin, 


Ô 
1az 19 
+ (—— — dz = [= Li LR He —in+ Ru, 


y=r 


| Re as < max 
2€C, 


_—_— 


jen < Me, 
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o 
407 { : 


est continue, donc bornée à proximité 
de z—0. Lorsque e tend vers O0 et À vers ©, on obtient 


puisque la fonction < 


Si a << 0, alors sinoxz— —sgin(—0o)zxz, où —0>>0; par conséquent 
f SRE qe = — | MODE = —n. 
I1 en résulte que (Euler, 1781) 
LL 
æ ., — pour 0>0, 
2 
| fnOE 3, — (2) 
zZ x 
—+- pour o<0. 


Une méthode analogue permet de calculer les intégrales plus com- 
pliquées 


P(z) sinz 
3e ner 


où Q (x) O0 (cf. exercice 5). 
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11.41. L'intégrale de Fourier représente un exemple d'intégrale 
impropre fonction d'un paramètre. Considérons une intégrale impro- 
pre arbitraire, de première espèce par exemple, qui dépend d'un 
paramètre réel a: 


L(o)= À y(e, o)at. (4) 


Nous supposons qu’elle converge pour toute valeur de o d'un inter- 
valle & < o & B; nous nous intéressons aux propriétés du résultat 
de l'intégration 7 (ao) en tant que fonction de 0. Notamment, nous 
tenons à trouver les réponses aux questions sulvantes: 

(a) Si la fonction y ({, a) est continue par rapport à o, la fonctlon 
I (0) est-elle continue ? 

(b) Est-ce que la formule d'intégration par rapport au paramètre 


{ fe (£, o)&t} do = J (fee o)do} dt 


a lieu? 
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(c) La fonction y (£, a) étant dérivable par rapport à ©, est-co 
que la formule de dérivation 


af f 4 
FH Jutodt= | Euyt, o)à 
a a 


est valable ? 
En tant qu'exemplc. cousidérons l'intégrale 


œ 


HE Sea 


Convergeant ponr tout © oi calculée dans 14.33 ; on a vu que 


_. pour 0 >0, 
Î(o)— - 
—+ pour y << 0. 


De plus, il est évident que 7 (0) —0. 


On voit que bien que © = 


soit continue par rapport au para- 


mètre 6, le résultat de l'intégration 1 (0) a une discontinuité pour 
a—0. Par conséquent, la réponse à la question {a) est, er général, 
négative. Ensuite, dans le présent exemple nous avons ee 2 

— cos {0, et la formule de dérivation (c) n'a pas lieu car l'intégrale 
dans le second membre est divergente. Bien que Ia formule d'in- 


tégration (b) soit valable pour notre exemple, nous comprenons 
op ; à à sin {0 
que cela cst dû aux propiictes particulières de Ia fonction , 


Un exemple de la réponse négatives à la question (b) est donné dans 
l'exercico 6. Pour que la réponse aux questions (a)-(c) soit positive, 
il faut imposer des conditions supplémentaires au caraclère de con- 
vergence do l’inlégralc impropre (1). 

Nous ne ferons ici les constructions nécossaires que pour les 
intégrales de première espèce, mais tous les définitions et théorèmes 
peuvent ètre étendus aux intégrales de douxième et troisième espèce, 
ce que le lecteur vériliera aisément. 


11.42, Définitiou. Une intégrale impropre fonction d'un 
paramètre 


T{c)- Que. o) dt (1) 


qui converge pour toute valeur de © d'un ensemble S est dfte uni- 
formément convergente sur S {ou par rapport à GES) si, quel que 
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goit £ >> 0, il existe un tel que, pour tout p>N et pour lout 
o€S, cna 


REC opat|<e. 
? 


Cboisissons arbitrairement les nombres h, / © et ccrivons la 
suite des fonctions 
a+hn 
I, (o) — Î yle, o)dt (n=1,2,...). (2) 


Si l'intégrale (1) converge unilormément sur ['ensemble S, alurs 
la suite (2) converge uniformément sur le môme onsemble vers sa 
limite qui est l'intégrale (1). 


11.43. Théorème. Si S est un espace métrique, la fonction 
y (f, ©) est uniformément continue sur tout produit $ X la, a + hl], 
0 <h < oo, et l'intégrale 11.42 (1) converge uniformément sur S, 
alors La fonction I (a) est continue sur l'ensemble S. 


Démonstration. D'après le théorème 9.81, la fonction 
I, (o) est continue pour a € S. D'après le thénrème 5.96, la fonction 
I (o) est aussi continue pour © € S comme limite d’une sulle unilor- 
mément convergente de fonctions continues. Le théorème est démon- 
tré. 
11.44. Théorème. Si une fonction y (t, a) est continue par 
rapport à l'ensemble des variables (t, o) sur tout rectangle 
S ={(t,o):a<t<a+h, D <h<o:a<ao<B}, 
et que l'intégrale 11.42 (1) converge pour à < o LB uniformément 
par rapport à o, alors la fonction 
B 
Y ()= | y (4, a)do 
œ 


possède son intégrale impropre convergente sur l'intervalle at 
et l'on a 


ffre o)at} ao = | il o)o} dt. (1) 


Démonstration. D'après le théorème 9.72, la convergence 
uniforme des fonctions continues (11.43) 7, (0) vers 7 (0) implique 


B B 
[ Z (0) do= 12 [ Zn (0) do. (2) 
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Or, d’après le théorème 9.82, on a 
hn 


B B _a+hn a+ B 
{ Za(o)ao = ( { f y (#, 0) dt} do = Î {Qu o do} dt. 


L'égalité (2) prend donc la forme 
B a+hn { B 
TI (o)do = lim y (£, 0) do } dt. (3) 
at L'une 
L'existence de la limite du second membre pour hn /’œ signifie 
æ  B 
l'existence de l'intégrale impropre | {{ y (t, 9) do} dt (11.12. b). 


Par conséquent, (1) résulte de (3). Le théorème est démontré. 


11.45.a. Théorème. Si la dérivée partielle ys(t, 0) est 
continue par rapport à l'ensemble (t, do) dans tout rectangle a<0<B, 


œ 
a<t<ath, O0<h<ow, l'intégrale fut, o)dit converge pour 


a<o<$ uniformément par rapport à © et l'intégrale Que, a) dt 
a 
converge, alors la fonction 
I (o)= Î y(t, o)dt 
a 


existe pour a<O0<f$, est dérivable par rapport à ©, et l'on a 


ad f fo 
À À yte, o) à = f yat, o)dt. (1) 
Démonstration. En vertu du théorèmo 9.54, 
a+hn a+An 
; d > 
Iato)= | vtod= À ft, o)at. 
a a 


Dar hypothèse, la suite des fonctions 7; (a) converge uniformément 
sur l'intervalle « & o < B. et la suite rles fonctions Z, (0) converge 
au point o = «&. D'après le théorème 9.77, la suite Z, (a) converge 
uniformément sur l'intervalle a < o & f, sa lisnite Z (0) est une 
fonction dérivable pour o Ex, fl, et l’on a 


I'(0)= lim Z; (o). 
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On a donc démontré l'xistence ct la dérivabilité par rapport à © 
de l'intégrale 


I(o)= I y (&, 6) da = lim Zn (0) 


ainsi que l'égalité (1). 

b. Pour les fonctions analytiques, l’énoncé du théarwine à se 
modifie. 

Supposons que la fonction y (f,s) soit définie pour 4€ (a. ©) 
et s € G. où G est un domaine dans le plan $s = og -- it: supposons 
ensuite que y (t. s) soit analytique par rapport à s € G&, pour lout f, 
et continue par rapport à l’ensemble (£, s) dans tout «cylindre» de 
In forme a<St<Sa+th, {s Is — n1<p}e G(0 <h <o). 
Nous dirous que l'intégrale 

f y(t,s)dt, s£€G, (2) 
a 
converge uniformément à l'intérieur de G si elle converge pour tout 


s € G et si, pour tout coinpact Q € G et pour tout e > 0, 1} existe 
un NW = N'(e, Q) tel que 


NT sd|<e 


quel que soit 5 € Q. 


Théorème. Si l'intégrale (2) converge uniformément à l’'in- 
térieur de G, alors la fonction 


I (s) = i ytt,s) dt 
a 
est analytique dans G et 
l'(s)= f ya (t, s) dt. 
a 


Démonstration. D'après le théorème 10.27, la fonction 
Ra 
Zn (s) = | y (t, s) de 


a 
hn 


est analytique par rapport à S$, et de plus Z,, (s) — \ vs (£, s) dt. 
‘a 


27 3ax. 2285 
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Ensuite, la fonction 7, (s) converge uniformément à l'intérieur de G 
vers la fonction Z (s), lorsque n -+ æ ; donc, en vertu du théorème 
10.36, la fonctlon 7, (s) est analytique dans G. D’après le mème 
théorème 10.36, les fonctions 17, (s) convergent vers la fonction 
I" (s) dans le domaine G&, d'où 


hn ES 
J'(9)= lim [y (8, s) de À wi (e, s) à, 


ce qu'il fallait démontrer. 


11.46. Critère de Cauchy de convergence 
uniforme des intégrales. Une intégrale impropre 


fut, o)& (1) 


avec le paramètre © parcourant un ensemble S converge uniformément 
sur S si, et seulement si, pour tout e => 0, il existe un nombre N tel 
que, quels que sient p>N, qZ>N, 0CS,ona 


| Due, oae|<e (2) 


P 


Démonstration. Supposons que l'intégrale (1) converge 
uniformément sur $. Pour un e >> 0 donné, trouvons un nombre 
de façon à avoir 


[f ue, oal<$ (3) 

P 
pour tout p > {4 et pour tout &ES. Soit ensuite g >, do sorts que 
[luc o&|<r. (1) 

q 


La relation (2) résulte de (3) eu (4), ce qui démontre la nécessité 
de la condition de Cauchy. Inversement, si l'inégalité (2) a lieu, 
alors l'intégrale ({) converge pour tout © € S en vertu de 11.12.d. 
En passant à la limite porir g —> © dans la relation (2) on obtient 


{ue o)dt|<e 
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pour tous les p > Wet o € S, ce qui signifie la convergence uniforme 
de l'intégrale (1) sur l'ensemble $. Le théorème est démontré. 


11.47.a. Le critère de Cauchy, à son tour, sert de basc à des 
critères particuliers de convergence uniforme dont le suivant est 
un des plus simples. 


Soit f(t) une fonction non négative dont l'intégrale converge 


(sa. (t) 


Nous l'appellerons majorant intégrable de toute fonction y(#) telle 
que ly(#)5< f(E). 

Théorèine. Si la fouction ylt, a), pour tout GES, possède 
un même majorant intégrable {(t}), alors l'intégrale 


Î y (£, a) dt 


converge uniformément sur S. | 
La proposition résulte de l’inégalité 


IT o&l< [ve ota< | ar 
P P : 


en appliquant le critère de Cauchy 11.4. 


b. Exemple. Montrons que l’intégralo impropre : 


ne 0<p<1) (2) 


converge uaiformément par rapyort au paramètre à dans l'intervalle U & o & 1. 
Etsblissons préalablement les inégalités 
2 
| cos ot — cos fit | {+ pour 1>1, 
FR D, 
2 pour t< 1 


pour tous les a et f de l'intervalle 10,1]. 
La premièro iuégalité est immédiate. Pour démontrer IR deuxième, appli- 
quens le formule résultant de la formulo de Taylor 8.23 (4): 


223 
ET + 146 (a, t, 


cos œi— 1— 5 


où 
4 0 1 ; | 
IG(æ; t)|= ST 124... RTE TT" << 
pour [&|<1, ]t1< 1. 
27+ 
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Il en découle, si 0<o<i, 0SfR<1, 0<t<1, que 
= 2 — 02 
SRG | 4e (6 0, 6 D <++E+E <2 


ce qu'il fallait démontrer, 
Par conséquent, la fonction 


2 
0={T POUPEE 
2 pour 0O<Kt<1 
représente uu majorant intégrable de toutes les fonctions LE Een Re : 
a, € |0. 11. Donc, l'intégrale @ converge uniformément par rapport à o, pour 
3 € 10, 11, et représents nne fonction continue de o dans cst intervalle. L'expres- 
sion explicite de cette fonction sera donnee dans 11.49.h. 


11.48. Produit de convolution de deux fonc- 
Lions. On appelle produit de convolution ou convolution de deux 
fonctions complexes gt) etf(t) définies pour —o << {f << 00 
l'intégrale de troisième espèce 


h(D= | f(o)g(t—0) do. (1) 


Les conditions d'existence de cette fonction et ses propriétés sont 
formulées ci-dessous. 


Théorème. Sifi(t) et g(t) sont continues, bornées et absalu- 
ment intégrables Sur l'axe —oo <<t << 00, alors h (t) existe pour tout t, 
est continue, bornée et absolument intégrable sur l'axe —oo <t < oo, 
et, de plus, 


( h(t) dt = ( f (t) dt ( g(t)dt. 


Démonstration. Si [g(1I<C, alors la fonction 
à intégrer admet la majoration |f (a) g (t — o) | SC 1 f (6) |, d'où 
la convergence uniforme dc l'intégrale (1) par rapport au paramètre 
g € (—o, oo). Ensuite, la fonction À (f) (1) est bornée car 


rate Ÿif(o)liat—o1do<c À |1(o)1d0. 


Montrons que la fonction sous le signe somme dans (1) est continue 
par rapport à l'ensemble des variables dans tout rectangle fini 
aKt<b, a<a<f. Soit |g(DI<C et |f(D 1 C. Pour 


un e >> 0 donné, trouvons un o>0 tel que | 4° — a" | 6, 
5’, 0" E la, B] implique |f(o’) — f (a) | <e et |1£ — 1" | < 26, 
t, t"Ela —B, b—«x] implique |[g(#) — g({”)| <e; lorsque 
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Lo’ — a" | <6, |{ — t" | <6, nous avons alors 
|(é — o)—(t"— 9")|< 2 
et, pour 9’, 0”E€[{a, PB], {”, t’Ela, b], nous avons 
[f(o')g(t—0)—f(o)g(t—0)1<1/(9)—1(0911g(t —0")1+ 
+|f(a91|g(t—0)—g(t—-0+)|<Ce+Ce—=2Ce, 
ce qui signifie que la fonction f (a) g (t — a) est continue par rapport 
à l'ensemble des variables dans le rectangle mentionné. En vertu 
du théorème 11.43, la fonction h (ft) est continue en t. 

A présent, vérifious l’intégrabilité absolue de h(t). Notons 
d’abord que les fonctions | (a) | et !g (t) | satisfont aux mêines 
conditions que f (a) et g(t); donc, l'intégrale 

Ê IfCo)118 @—0)1 do 
converge uniformément par rapport à { elle aussi, la fonction sous 
le signe somme étant continue par rapport à l’ensemble £ et o dans 
tout rectangle a Lt <b, a Lo LP. En appliquant à celte inté- 
grale le théorème 11.44 on trouve 


inçota< { { f Lf(o)I18(—0)1da} dt = 


— fir(o)t { 


ee—oat} ao | iro1{ À 1rt)1&} ar< 


= 1rCo1 4 |8(#)1dt} do - {let Î 1f(o)ldo, 


Î 
À 1 


d’où l’existence de l'intégrale { |hk(i)|dt. Enfin, toujours d'après 


le théorème 11.44, on a 


T 


frayat- { 


= { sc) { ( g(t— o)dt} do — | f(o) { f gt} do — 


f f(o)git—0)da} dt = 


— 


| 1)[ {sou À g (t)dt | do = 


11-07 


ET Î (0) d0— ETC: | CEA da. 


+08 — æ Ji-oL>1 
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Démontrons que la dernière intégrale tend vers O0 pour T—>0, ce 
qui prouvera la dernière conclusion du théorème. Pour un e>=0 
donné trouvons un p de façon à avoir 


|f(o)| do <e 
jo5>e 
ét un + tel que 


|e(t)|dt<e. 


Jil>t—-p 
Ceci fait, on a 


| Ÿ 10 { Î ewat} al< 


[t—-012>7 


<| 7e HO. de soie de HE 4 _#(@at} do| < 


Te HORS | eco1ae} de+ { LG Î_ lewl}ao< 


1121-90 
<e { 1 ECICE f rl 


d'où Le conclusion chershiée Le théorème ost démontré. 
L'opération de convolution de deux fonctions f(f) et g(t) est 
désignée par le symbole ». Nous avons démontré que 


k (/()+ 8 (bit = i 1OL2 f g (1) dt. 

Remarque. Si dans une intégrale propre 
Li 

h (9 = À f(o)8(—0)d0 
ee: 

on fait la substitution {—0o—=1n, o —={t—1n, on obtiont 

+ 

hi(e)= Ÿ f(E—n)e(m)an. 
tt 

En passant à la limite pour t->00 on trouve 


f@eet@=h(= À f(o)e(t—0) d0= 


= [E—meman-st1(0, 
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de sorte que la convolution est symétrique par rapport aux fonc- 
tions f(t) et g(t). 


11.49. Critère d'Abel-Dirichlet de conver- 
gence uniforme des intégrales. 


a. ]l s'applique à certains cas où le critère 11.47.a ne convient 
pas. Soit une intégrale 


œ 


fucvce, o)dt, 0€S. (1) 


Si la fonction (complexe) u(t) possède sa dérivée continue par mor- 
ceaux absolument intégrable, tend vers zéro pour t—-o et que 


T 
[{ue, o)&|<C, où C ne dépend pas de T ni de 0€S, alors 
a 
l'intégrale (1) converge uniformément sur S. 
{ 
En passant à la démonstration, posons V(f, = (v(8, o) dû 


et intégrons par parties: 


T' T- 
| u (t)u(t, 0) dt=ut(t)V (t, o)|r — ] u" (t)V(t, a)dt. 


Ici nous avons, Comme dans 11.47. a: 


Ju(T')V(T",0)—u(T)V(T, AE SRER EUR u(T'}}; 


T: 
| | u(t}v(t, o)dt|< 2Cu(T)+C Î u’ (t) dt = 3Cu(T). 


T 


Vu l'hypothèse du théorème, les quantités obtenues tendent vers 0 
pour T +, ce qu'il fallall démontrer. 


L:.-] 


b. Exempie. Nous avons calculé l'inlégrale 1 he 


dd=S(5> 0) 


daus 11.34. Montrons qu'elle converge uniformément dans tout intervalle 
0<a<o<f$. En eilet, lorsque f +00, la foneuion + tend vers 0 et pos- 


sède sa dérivée continuo intégrable —1/t2, et l'on « 


T 
| ( gin «0 de |= 
ü 


cos To — cos ac 
o 


LT <<: 


g œ 
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de sorte que l’on peut appliquer le critère d'Abel-Dirichlet. En intégrant par rap- 
rl au paramètre © € fe, En et en se servant de 11.44 on uobtlent la valeur de 
‘intégrale considérée dans 11.47: 


| seat “| (ia) == 


si [[ EE «} do = (B—a). (2) 
a 0 


La convergente uniforme de cetie intégrale, pour « € [0, 1|, étant démontrée, 
on peut pssser à la limite dans (2) pour « — 0. On trouvera la valeur d'une nou- 
velle inlégrale Impropre: 


œæ siu2Pt 


n {—cospt , 2 ,, __np (3) 
[En 2 (ler dt mé ne 
d 


$ 11.5. Fonctions gamma et bêta d'Euler 


11.51. Fonction gamma d'Euler F (x) est définie par la formule 


= 


l' (1) — { t=te-! dt. (1) 


Cette intégrale impropre de troisième espèce représente Ja somme 
de l'intégrale de première espèce 


| tt le”! dt 
1 

et de l'intégrale de deuxième espêco 
i 


t—le-t dt : 


la preinière converge pour tout + réel, la seconde pour tout + >> 0. 
Par couséquent, l'égalité (1) définit L’ (x) pour tout + > 0. Si > 
>+Tt>a>0, la fonction {*-te-" admet le majorant intégrable 
max {ta-16-!, 4B-1-Î}, Donc. l'intégrale (1) converge uniformément 
sur n'isnporte quel intervalle {&, fil et représente, d’après le théorème 
11.43, une fonction continua de +t. Ainsi, PF (x) est une fonction 
continue de + sur (0, œ). La dérivée par rapport à + de la fonction 
à intégrer a la forme t*-:-In t-e-! et possède le majorant intégrable 
#B-ilnt.e! sur tout intervalle 0 <a &r<f; or la fonction 
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t*-1]nt'e-! est continue par rapport à £ € [0, ol, pour tout t > 0, 
et par rapport à £{ et + dans tout rectangle 0 <t1< b, a &ST<$. 
La fonction [ (rt) a donc, d'après le théorème 11.45.a, la dérivée 


[' (tr) = Î “-1lné.e-idt (x>—>0). 


qui est continue pour la même raison que la foncLion FT (x) elle-même. 
On peut continuer la dérivation en appliquant chaque fois le théorè- 
me 11.45.a; par conséquent, l (x) a les dérivées de tous les ordres. 


11.52. En intégrant 11.51 (1) par parties on obtient 


x 


L 2 L L. 3 
F (x) = | tete = + 6-1] ++ Î let dt, 


{= 


ou bien 
P(t+1)= 1 (x). (1) 
L'égalité (1) représente la relation de récurrence de la fonction gamma. 
En l’appliquant plusieurs fois on voit que 
Fét+n)=(tT+tn—-t1)(ttn—-2)...(tT+1)717 (x): (2) 
par conséquent, si l'ou connaît les valeurs de la fonction gammo dans 


un intervalle de longueur 1, on peut trouver ses valeurs en tous les 
autres points du demi-axe +t>>0. Etant donné 


Tr (1)= i e-'dt= 1, 
Ù 
on obtient 


Pin+f)=n(n—1)...1=nl. 
Il en résnlte que la fonction gammo represente un prolongement 
de la fonction n! définie pour les valeurs naturelles de n seulement 


sur l'ensemble de tous les nombres positifs. Ensuite, la continuité 
de L'(x) pour + = 1 et la relation (1) ont pour conséquence : 


r (t) = CHD + 
lorsque +t —+ 0. 


11.53. Fonction bêta et sa relation avec la 
fonction gamma. L'intégrale 
: 
B(p, g= | #1(1—2p1 dr (1) 
0 
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fonction de deux parainètres p et g s'appelle fonction bêta d'Euler. 
Elle existe pour toutes les valeurs positives de p et q: en tant qu'in- 
tégrale propre si p, g > 1 et impropre pour toutes les autres valeurs 


de pet 9. La substitution z = : _ g mel l'intégrale (1) sous la forme 


B (p, 9) — Ï ENTER (2) 


Muntrous qu'il est possible d'exprimer la fouction bêta par‘la fonc- 
tion gamma. 


Eu faisant, dans l'expression de la fonction gamma 


U (tr) — J (let di, 
la substitution {—0y on oblient 


r n 
+ = yt-te-bv dy. 


Resnjlaçons ici t par p+g ot 8 par 4 +6: 


l'(p+ 9) Û Pete 
TELE | yP+ le” te” tv dy, 
0 


Multiplions les deux membres de cette égalité par 6-1 et intégrons 
de Oàn 


n n œ 
OP! 48 p-1,p+-1,-1v,-087 
ro+o on | {js yPH1-te Ve dy } de. (3) 


Lorsque 7 +, le premier membre tend vers F (p + g) B (p, q). 

La fonction gous le signe somme dans Île deuxième membre a le 
najorant intégrable n°-1y?*-1e-Y, donc, d’après le théorème 11.44, 
on peut permuter les intégrations : 


n cc 


À { Ï OP-1yPH-1e-Ve-08 dy} de = 


= [ur ev { {i P-1,-6v a} dy = 
= | 
Ô 


yo eV {er | rie"t de} dy = (ur le VF (y) dy, 
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où la fonction 


ny 
Fa (y) = | LP-te"! dt, 
ÿ 


pour #—+ 0, tend vers la fonction F (y) qui vaut O0 pour y = 0 
et | (p) pour y > 0. Cette convergence n'est pas uniforme sur l'Inter- 
valle 0 < y < b (ce qui résulte déjà de la discoutinuité de la fonction 
limite). Au contraire, la convergence F, (y) —+ F (y) est uniforme 
sur tout intervalle À < y < b avec hk > 0, car 


ny nh 


0 <T(p)— À 1P-1et dt ET (p)— e-1o"i dt. 


En outre, vu que la fonction F, (y) tend en croissant vers F (y), 
la famille des fonctions yf-'e-VF, (y) admet le majorant intégrable 
y-le-VT (p); donc, en vertu du théorème 11.43, on «u 


œ ce 


lim Pie VF (y) dy = (p) Rev dy. 
Or, pour tout 4A=>0, 
A A x 
0< À yt-te-vr, (y) dy ET (p) ÿidy=T (À. (4) 
v 
Etant donné un e>>0, trouvons un À°=>0 de façon à avoir 
x1 
(<<. (5) 
Ensuite, hk étant choisi, trouvons un # tel que 
0 <T (p) | pe v ay — Î ge UF (y) dy (6) 
à 


pour ñ>N. Notons enfin que, puur A choiai, 


OT (PT (a)—T (p) | yt-tev dy = 
A 


Qt F g-1 ,-v _v np" A 
= lp) fera <<. (7) 
U 


1 résulte des inégalités (4), (5), (6), (7) que 


O<T(p}l (9 fier (y)dy< e, 
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d'où 
lim j eV Fn (y) dy = L'(p)T (@). 
En passant maintenant à la linite dans (3), on obtient 
__ C(p)r(o 


C'est l'expression cherchée de la fonction béta par la fonction 
garnina. 


11.54. Plusieures intégrales trigouométriques s'expriment, à leur 


tour, par la fonction bêta. Alnsi, en feisant la substitution sin? 8 = x 
dans l'intégrale 


n/° 
I = | sin?-16 cos?"!6 dB 
[0] 


on 4 
1 
- 1)/2 dz 
| PS f 28-12 4 ya 02 Se 
û ) 2 Vr(i—7) 


11.55. Formule des compléments. En posant qg = 
= 4 — p on lire de la formule 11.53 (8): 


æ 


877! d9 
P'E)T (I p}=B(p, 1—p)= (1) 
0 
Pour calculer cette intégrale, considérons la fonction analytique 
zP1 
a NE ErTT 


daus le plau de ia variable coinplexe z couné le long du demi-axe 
réel positif. La fonction est définie de façon uuique si l'on pose, sur 
le hord supérieur le la coupure, 
zPri 
w(r+i0)= <=, (2) 
où +"-1 est cousidéré au sens de 5.54. Sur le bord iuférieur de la 


coupure, ou a. après avoir contourné l'origine des coordonnées dans 
le seus positif, 2 — x — i0 — xre?ri, 


— j ES 2xt(p—1) 
se (x — i0) Fur : (3) 
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Considérons le contour fermé L (fig. 11.7) formé du segment 
(0, AR] (R >> 1) de l’axe des x sur le bord supérieur de la coupure, 
de la circonférence CA de rayon À centrée en l’origine des coordonnées 


Fig. 11.7. 


et du seginent [7?, 0] sur le bord inférieur de la coupure. À l’inté- 
rieur du contour L, il n°y a qu’un seul point singulier de la fonction 


w (3), qui est le pôle du premier ordre en z = —1. D'après 10.42 a, 
on a 
À w (2) dz == Qni Res w (2) = 2nieltiP-0). (4) 
Fu 
Or, 


R 0 
fw(s) = [w(r+i0)a:+ fuwt)a+ (w(z—i0)ar. (5) 
L Ü Ch 


A 


p-1 
Lorsque |z[— AR, on a |[w(z)|< _ < cRP"#, d'où, pour p< 1, 
| | w ()de | <cRP-2RR = 2ncRP1 0. (6) 


Cr 


En passant à la limite pour R-> dans (5) et compte tenu de 
(2)-(5), on trouvo 


Le: 
-1 
2nielUp—1) — | 2 dz.(1 —e2mt@-1)) 
0 
donc 
œ = 
zP—-14z _ . cintp-1) . 25 : 
Dhs 4 Qenio-D PL ip) 
Hi ar 


sinx(p—1Â)  sinxp 
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Définitivement, on obtient 
ELA 
T(TG—p)=B(p, 1—p}= x: (7) 
C'est ls formule des compléments. En particulier, en y posant 
p="/2, on a 
{ — 
En se servant de la relation de récurrente on obtient 
» k] { { { D, 
r()-sr(5)=5 Va 
15 S i2:7= On +1 (2n—1)i! + 
] (5)=5:; Vxr, ... r (=) = Va. 


Le Fpainue de la fonction gamma pour 0 < p & 5 est représenté 
fig. 11.8. 


Fig. 11.8. 


11.56. A l'aide de la fonction gamma, on peut celculcr les inté- 
grales essentielles pour la théorie des probabilités: 


Pis ee (@a=>0, m=>—1). (1) 
(l 

Notamment, la substitution ax? 1! + = met 

à a? 2 Var 
les intégrales 7,, sous la forme 

œ 
1 2 ue 2 ( EE { , m +1 
Ing" mr f sm 1)/ £ He | ( 2 }- 


Û 
Evo particulier, pour a =1, on & 


= fenaesr(s) =LVz. 2) 
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11.57. Expression asymptotique de la fonction 
gamma. Pour les grandes valeurs de +, la fonction gamma 


D (x) = | (e-le-t de 


admet une simple représentation asyinptotique. 
a. Lemme. Supposons qu'une fonction f (x) > 0 définie pour 
z > 0 vaille O0 pour x = 1, décroisse pour 0 <zx £1, croisse pour 
zx > 1, admette La représentation 
fa — 19 + (x — 1)" #9), 
50, IbHI<M,a>0, 
au voisinage du point x = À et vérifle la condition 
If) 1Z>bz, b>O, (1) 
pour x >c>>1. Alors 


1 (s)-= i els) dx (2) 
0 


est un infiniment petil équivalent à y = lorsque 5 —+ ©. 


Démonstration. La convergence de l'intégrale (2) pour 
s >> 0 résulle de l'estimation (1). Pour 0 <e 1, on a 


[—Z [+e 


of + La Êa [yes 


Ensuite, si e est assez petit, on a par hypothèse 


a 
f'emacenocet, e 
C4 a 
\ e-t1ts) dx << (c—1) e-nu+ L(c—t)e "7, (4) 
[ire 


( fx a bz An = 
fe-vrs az < | e- dx = A TR. (5) 
c € 
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En passant au calcul de l'intégraie de 1—e à 1<+e ou voit que, 
dans cet intaorvaile, 


Le-ux- 1)2+20p{x) __ 1 | -= 
= |s(rz — 1372 (x) + + s2 (x — 1)" "+50 qu (1)+ -..|< 
« Mse2+°0 ++ Mige2(2+20) D .,, < 2Mse?+#. 
dès que 
Mse?+28 <1, (6) 
Lea nombre e est, pour le moment, arbitraire ; si s-+> 0, posons 
e=Ss FF. 


Alors 


(_2+2%  __8 
se2+20—$ 215 —5 2F5-, 0  (s-> 00), 


et la condition (6) est bien satisfaite. D'autre port, vu le choix 
de & on a 


2 ô 
1 — —_—— 
set=s 2+0 —52+0 > oo (s— 00). 


A présent, pour 500 61 n'importe quel zE (1 —E€, 1 +e) on a par 
construction 


perse 1242086) 4 |< 2Mse2+28 0, 
de sorte que 
eux n+204x) _ 1 Lo (1), 


où 0(1)—-0 lorsque s-+o. Par conséquent, 


i+e I+e 
Î e-sftx) dr — Î e—satz—1#{4 + 0 (1)) dr — 


[-e [EE 
1+e ( es 
== [{ +0 (1 e—s0x—1% dr = |1 +o(1)] —— e-"$ du. 
en À l1+0(1) vx 


Vu que eV s->00, la dornière intégrale tend vers la limite 


i e-“du=Vn 
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lorsque s—+> 00 (11.56), de sorte que 
eVsa 
e-wdu=Vn(i+o(t)), 
ea 


où 0(1)—+0 pour $—> co. Donc 


Ite _— 
Î est) dr = (1 Ho(1)) 2. 


Quant aux autres termes de (3), (4), (5), ils tendent tous, en vertu 
de se?2=5s2/(2+8), vers 0 pour s—>, selon la loi exponentielle. 
Définitivement, 


(= Ï ee) dr = (440 (1)) VEto(=z )V+ (4 +o(t)]. 


b. Mettons à présent l'expression de la fonction gamma sous une 


telle forme que l'on puisse appliquer le lemme. Avec la substitution 
{=s7,0ona 


'(s+1) — | Le-sdt= siti À z'e-es dr = 
Ù 


U 
= st j e-stsMmzdr=st+tte-s Î e—sx-Inz-1) {zx — 
Û 

— stie-s | ex) dx, 

où 
fa) =z—-inz—t1. 
Il est aisé de voir que la fonction A) vérifie l'hypothèse du lemme. 
De plus, f (4) = f’ (1) = 0, f” (1) = 1, f''’ (1) = —2; au voisinage 
du pointz=1,;ona 
= EL pa£(z-1ÿ, limEr— 
f(x) gl A)—5(z—1), lion 1, 


de sorte que la constante a vaut 1/2. En appliquant le lemme on 
trouve 


Er 3 
D'(s+i)=stie/ 1 +o(1) & s°* 2e V3n, 
ce qui représente l'expression asymptotique cherchée. 
28 3ax. 2285 
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En particulier, sl 8 = nr est un nombre naturel, alors l (7 + 1) — 
= niet l'on obtient 


niznt3e-nV/2n 
(formule de Stirling, 1730). 


11,58. Fonction gamma dans le domaine 
complexe. La formule 
œ œ 


l'(2)= | Le te-t a= | ett—1) 1 te-t dé (4) 


qui définit la fonction gamma est valable non seulement pour les 
valeurs réelles z >> 0, mais aussi pour certains z complexes. Notam- 
ment, si z2=zx<+iy, z => 0, alors l'intégrale (1) converge, puisque 
la fonction à intégrer 

emtiy-Dilnts-t — ptx-1)Itop-tolyant —px-1e-tel In ti 


ne diffère de la fonction #-le-! que par le facteur ei” !n! de module 
unité. Par conséquent, la formule (1) permet de définir directement 
l (2) pour tous les z = z + {y avec x >> 0, c'est-à-dire dans tout le 
demi-plan (ouvert) à droite G du plan des z. L'intégrale (1) converge 
uniformément à l’intérieur de G car, pour tout compact QC G, 
la quantité d = inf x est positive et il y a un majorant intégrable 


G 
t“-le-!, D'après 11.45.b, la fonction l (7) est analytique daus le 
domaine G. 

Voyons s'il est possible de prolonger analytiquement la fonction 
l'(z2) dans le demi-plan à gauche. Utilisons l'équation 11.52 (2) 


CG+nr=1z(2+1)...(2+nr—1T() (2) 


Elle est établie pour les valeurs réelles de z. Or, les deux membres 
de l'équation étant des fonctions analytiques de z dans le domaine @, 
le fait qu'ils sont identiques sur i'axe réel implique leur identité 
dans tout le demi-plan G, en vertu du théorème d'unicité 10.39.b. 


En mettant (2) sous la forme 


l'(24+n) 
2(2+1)...(G+n—t1) (3) 


faisons attention à ce que le second membre est défini et analytique 
pour tout z avec Rez>>—n, à l'excoption des valeurs z = 0, 
—1,..., —n +1. Considérons malntenant la formule (3) comme 
définition de la fonction gamma. Ceci fournit un prolongement analy- 
tique de cette dernière dans le domaine G, ={z: Rez > —n}. 
Formellement, on a les définitions différentes pour les n différents, 
mais, vu l'unicité du prolongement analytique (10.39.c), toutes les 


(2) = 
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défintions donnent une même valeur de la fonction l (x) quel que 
soit z. Comme n est arbitrairement grand, la fonction l (2) se trouve 
définie dans tout le plan des 3, à l'exception des singularités isolées 
aux points z = 0, 1, , —ñn ; PR 

Il résulte de la formule (3) que toutes ces singularités sont des 
pôles du premier ordre. Eu calculant le résidu de la fonction F (32) 
par rapport au pôle z = —n# + 1, à l'aide de la formule 10.42 (1), 
nous AvOns 


F(s+n) 
Res T (2) =—n+1 ss s(2+1)... (a4n—2) PARCS ou 


= EC) = = 
RTE NE CES CET 


Exercices 


{. Démontrer la formu'e de Dirichlet 


[Ta (A—2z— y"! { (z, w &y} = 
0  v=0 


- [Tan A—z— y)! f(x, vds} dy, 
æm0 


ee LAS 1, 0O<Kp<i, 0<vV<1, f(x, y) étant continue pour 0Kz:z<1, 
Démontrer la formule de Froullani 


où 40, b=>0, si j(z) est continue pour O&z<œ et l'intégrale 
i nos dz converge. 
Î 


3. En se servant de l'intégration dans le plan complexe, trouver 


I = | e—P*x! dz, 


où Re p>0. 
4. Calculer les intégrales de Fresnel 


Fi, | eln (x?) dr, re cos (72) dx. 
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5. Calculer l'intégrale spéciale do Fourier 


œ 
1= P(z) siaz 
d Q(7) = 
où pi et Q(z) sont des gone le degré de P(r) ae dépasse pas celul 


de Q(z) et @ (x) ns s'annvle pour aucun zx réel. 
6. Montrer que 


dz, 


Les œæ I 
(ir “} = 7 {ierwthe- _—1. 


Est-ce qu'il y a controdiction ave le théorème 11.44? 

7. Désignons par L le chamin dans le plan de la variable complexe :, formé 
de l'intervalle [e, + ) de l'axe réel parcouru de droite à gauche, de la circon- 
férence | s | — & parcourue dans le sens positif et de l’Intervalle {e, + ) de 
l'axe réel parcouru de gauche à droite. Démontrer la formule 


1 
r = e”ss2l de, 
(a) ŒELCE es { | 


ui fournit une représentation de la fonction gsmma pour tout 3 complexe, à 
exception de ses pôles. 


Historiqne 


Plusieurs ini lapropres sont calculées aux XVI1€ et XVI111€ siècles, 
avsent même que Cauchy ne donne une définition rigoureuse de la convergence 
d'une intégrele impropre (1821). C'est encore lui qui indique le méthode du 
calcul des intégreles impropres à l'aide du prolongement analytique et de la théo- 
rie des résidus. Les intégrales ebsolument convergentes sont dégagées pu Diri- 
chlet (1854), celles uniformément convergentes par Vallée Poussin (1892). Les 
fonctions germme et bêta sont introduiles et étudiées par Euler (années 1730). 


Indications et réponses 


Chapitre 1 
{. Jndication. On a 


Izl=lz-yp+gl<iz—yl+ilvl, 
izil—Ilvi<iz-yl. 


Remplacer ici z par y et y per z. 

ÿ. Indication. Prouver que Le nombre eup À + sup B possède Loutes les pro- 
priétés de la borne supérieure de l’ensemble À + B. 

3. Indication. Prouver que le nombre sp A sup B possède toutes les pro- 
priétés de la borne supérleure de l'ensemble AB. 

4. Indication. Procéder per analogie avec les exercices 2 et 3. 

5. Indication. L'ensemble À est majoré; y — eup 4. 


Chapitre 2 


1. Jndication. Appliquer 2.35 — 2.36. 

2, Indication. a) Dans chacun des intervalles en question, on peut choisir 
un point rationnel. b) Dens chaque boucle du huit, choisir un point de coordon- 
nées rationnelles. c) A l'extérieur de tout intervelle {[0, ej, il n'y e qu’un nombre 
fini de points de M. 

3. Jndication. Inverger 1s construction 2.33. 

4. Indicaiion. Les frères N formeat un ensemble dénombrable. 

5. [ndication. Soient C une partie dénormbrable de À et D — À — C. Alors 
A=D+C A+B=D+C+ 8; utiliser l'équipotence de C et C + 8. 

6. {ndication. Se gervir de l'exercice 5 en choisiseant pour 8 l'ensemble des 
nombres rationnels et en posant 4 = 7. Le cas de l'ensemble 7 est analogue. 

7. Indication. L'ensemble À est la réun!on de deux enserables : celui des sui- 
tes contenant des zéros en nombre fini et celui des suites contenant chacune une 
infinité de 2éros. Le premier est dénombrable, le second & le pulssance du continu 
car il est en correspondance biunivoque eve l'ensemble des inte d'un 
intervalle notés dans Déaie binaire (cf. 1.78, p = 2). Appliquer l'exercice 5. 

8. Indtcation. Feire correspondre À Loute suite (1) la suitn formée de zéros 
et d'unités, evec les unités eux places k,, k;, .... Appliquer l'exercice 7. 

9. Indication. Faire correspondro à toute suite (2) la suite croissante 


Ka — ma, Kz ce M) + Me, ..., khæemt+... + mn... 


10. Zndication. En appliquant l'exercice 9 on peut feiro correspondre à tont 
symbole £ un tableau 


d’où 


mtt Mt Min 
Mt Mzz Man 
Mpt Mpe MmMpn 


dont les éléments sont des nombres naturels. Ce tableau peut &tro mis sous forme 
de suite, comme dans 2.33. Ceci fait, on applique encore une fois l’exercice 9. 
41. Zndication. Simplifier convenablement la résolution de l'exercice 10. 
12, Indication. Supposons que, à Lout t € |0, 1] on fasso correspondre une 
fonction f, (z) € E. La famille W © E de fonctions f, (x) n'épuise pas E car ls 
fonction q (z) dont la valeur pour tout z est différente do le valeur correspondante 
fx (z) n'appartient pas à W. 
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13. Indication. Généraliser la méthode de résolution de l'exercice 12 en rem- 
laçant |0, 1} per À et en définissant tout sous-ensemble 8 © À à l’aide de la 
onction qui vaut 1 sur 8 et O ailleurs. 


Chapitre 3 
1. Indication. Si À == {1 Lei .} , alors 4'={0}, 4” est vide. Cons- 


truire une itération. 

2. Indtcation. Tout point limite de l'ensemble À’ en est un pour À. 

3. Zndtcation. Il suflit de considérer n = 1. Tout point de l'ensemble À qui 
n’en est pes un point limite peut être recouvert per un intervalle aux extrémités 
rationnelles ne contenant aucun autre point de l'ensemble 4. Appliquer l’exer- 
cice 1(a) du chapitre 2. 

4. Indicotton. Un point qui n'est pas un point de condensetion de l'ensemble 
A peut être recouvert par un intervalle aux extrémités rationnelles contenant un 
ensemble au plus dénombrable des points de l'ensemble À. 

5. Indication. Marquer chaque intervalle aux extrémités ratlonnelles qui est 
contenu dans un intervalle du recouvrement. De tous les intervalles du recouvre- 
ment qui contlennent un même intervalle merqué laisser un seul. 


8. Indication. Poser Uiæ U {v: P(z 1) <+vt Fr}: détintr Us 
F1 


de manière analogue. 
10. ?ndication. Pour n — 3, la construction sc fait avec deux circonférences. 
L'espace M formé de quatre points x, zs, Zo, Ta, avec pour distances 


(zu 22) © D (za, Zs) = p (zs, 20 = Pre ct) = 1, 
p (ze, Z3) mp (za, ze) 2 

n'est pus isométrique à aucun sous-ensemble de l'espace euclidien Rs. 

11. Jndication. Considérer le sphère $, € A,41 de rayon 2 et de centre 
(0, 0, ..., 0, 1). Appliquer dans S, l'espace À, © R,41 formé des points 

,--. En, 0) en se servant des droites passant per le point (0, O0. ..., 0, 2). 

Faire correspondre ce pots au point œ € À,. Choisir pour métrique r la métri- 
que usuelle de l’espace À,+, pour les points de S&,, (« projection stéréographique »). 

12. Indication. En fixant un point a € Æ trouver, pour tout couple de points 
z, y du plan euclidien R;,. trois points À, X, F avec les mêmes distances relati- 
ves (exercice 10). Définir la nouvelle distance r (r, y) moyennant la projection 
eté gra hique de R:, sur la sphère S: tangente à R; au point À. 

13. Réponse. Deux éléments pour toute droite passant per l'origine. 


Chapitre 4 
1. Zndteation. Cf. l'exercice 1 du chapitre 1. Considérer ln guite Zn 
= (—1)n (n = 1, 2, ...). 
2. Indtcatton. Les fimites lim et lim sont des limites de certaines suites. 
3. Réponse. Oui. 
4. Indtcatton. Si ang + ma, <lima,, poser, par exemple, 
: 0 pour n=nx, k=1,2,.,., 
nn liman—liman pour n%# na, 
6. Réponoe. limz, a+ 0. 
Tan 


7/5 


7. Jndtcation. Pour la suite en — — 1, établir une équation et l'esti- 
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en En 
matlon En+t —Z2G+sn) << TD: 


8. Indication. yn > yntt > Zn+1 > Zn. 


n 
9. fndicaiton. Soit pr... = pr > Pret > +. 3 Pm si alors lim 5) =0 
fo \ Pi 
pour k>œr. 
11. Zndication. Se servir de la définition de la limite suivant la direction 
T—+ a. 

. 12. Les rppees aux deux questions sont, Re négatives. Exemples: 
soit X —{1, 2, ...,n,...}), S = {(n— ©), = (0,1, 1, ls...), Z = 
= (0,1): soit, ensuite, y, (2n) = 1/2, y (2n + 1) = 0, ya (n) = 0 (n=1, 
21...), 2 (0) = 1, # (y) = 0 pour y # 0. Alors s (1 (n)) ue pas de limite pour 
n—+ 00, et z (y: (n)) possède la Ilmite qui vaut 1 -£ lim 3 (y). 


13. Indication. a) et b) sont immédiats, c) résulte de 4,16.c. 


Chapitre 5 


1. Réponse. Non. 

2. Réponse Non. 

3. Indication. Appliquer l'exercice 1. du chapitre 1. 
.. 4. Réponse. Les deux fonctions sont discontinues pour les z entlers et con- 
tinues pour tous les autres z. 


n 
{ 
7. Indicatton. min (Br, ..., En} D) Ex < max (E ..., En}. 
1 
8. Indication. Utiliser l'existence de É (a + 0) et f (b — 0). 
9. Zndication. Poser zx = log,t et appliquer 5.41. 
10. Réponse. |— oo, — 1 — 6]; |—1 + 6, 1 — à]; {1 + 6, wo]; à = 0 
est quelconquo. 
1. {ndication. Considérer les couples de fonctions sin az, cos az; a* sin z, 
a* C0 z. 
12. Indication. En tant qu'exemple, considérer la fonction 


“+ pour #0, 


0 pour z=0,. 
13. Jnditcatton. Appliquer les formules 5.61 (1)-(3). 
14. {ndtcation. Tout point e tel que | . z(t—z()l>q>0aun voi- 
ET 


einage dont aucun point no possède la même propriété. 

15. Réponse. La fonction z (t) est continue partout sauf aux points pour les- 
quels tous les signes +, 1, - .., À partir d'un quelconque, sont les neufs. 

16. sndtcaiion. Si l'arc 49 € TL ne contient pas de points do l’ensemble M, 
alors les arcs As = A0 — 1, Az = A9 — 2, etc., n'en contiennent pas non plus. 
Les arcs Ao, A1 Az, . - . de même longueur sur le circunférenco T doivent forcé- 
ment 86 couper. Si, par exemple, l'arc 4, coupo l'arc Ak+m, alors la réunion des 
arcs ps Ap+m: Oh+zm - rétouvre toute la circonférenco l 

17. Indication. Soit g un poiut quelconque de L'ensemble Af — P, et soit p;, 
P2, --. une suite de points de P qui converge vers g. Montrer, en partant do la 
continuité uniforme de le fonction f (x) sur P, que 1a suite f (p,) a uno limite 
qui ne dépend pas du choix de la suile p;, ps, . .. Convergonte vers lo point g. 
En posant f (g} = lim (p,) vérifier la continuité de cette fonction sur tout le Af. 

Pro 


18. Zndication. Les intervalles (f (&œ — 0), f (x + 0)) ne se coupent pas lors- 
que les & sont différents, 
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Chapitre 6 


{. fndication. Appliquer 6.16. en posant v, — 
et (13). 

2. Indtcation. Se Servir des critères de $ 6.1 et de l'exercice 1. 

3. Indication. Quels que soient n et m<n, on à (n—m) an < am+1 + ..- 


= Utiliser 5.50(6), (11) 


ton LrmE » an, d'où nan & — rm: 
m-+1 
4. L'une des résolutions. Supposons qu'en ait trouvé, pour tout a—= 
œ 


1, 2,..., un numéro N= N (n} tel que » Em < L.: poser bm—n pour 


m=aN 
N)<m<N(n+i). 
5. {ndication. Appliquor l'inégalité k (n—k) <n(k=—=1,2, ..., n —1). 
6. Indication. Son < 8 3an+1 = Ion + Gains: 
7. Indication. Appliquer le critère de d’'Alembert 6.14. «. 


8. Jndicatton. L'existence de la limite résulte de ce que la fonction f (t} 
œ 
est non décroissante et bornée ; de plus, Lælimf(t) < D an. D'autre part, 


N 
pour lout 6e > 0, on peut trouver un W tel que Sa > D an—e et puis 
U 0 


N œ 
ua { tel que Sasir > ÿ) an—e. 
0 Ô 


9. Indication. Môme idée que dans l'exercice 8. 
10. fndication. tn =Pn41/Pn. 


n 
11. Jndicaiion. logs pn— ©) loge ze. 
ke! 


12. {ndicaiton, Appliquer 5.59.f. 
14. Zndication. Calculer (1— zx) ph. 


14. fndtcation. Développer : 77 °n une progression géométrique. 


15. fndication. L'identité d'Euler est valable aussi bion pour z = 1; dans 
ce cas, les deux membres de l'égalité sont infinis. 

16. fndication. 11 y a 9n—9m-l nombres compris entre 10m-1—1 et 
107 {1 et ne contenant pas le chiffre 9. Par conséquent, la somme cherchée 
est plus petite que dl 7 LS + ... —=80. 

17. {ndicatton. La longueur d'un vecteur est au moins égale à la longueur 
de sa projection quelconque et au plus à la somme des longueurs de toutes ses 
projections sur les axes de coordonnées. 

18. Indication. Tenir compte de la compacité d'une sphère dans E£,. 

19. Zndication. Appliquer le théorème 6.32.a (6.46). 

20. Jndicatton. Soit Vi D V3... une suite des angles solidoo contenant 


AT 
chacun le vecteur q et tois quo sup sin (z, e) = om 0 et Ÿ) om < 00. 
xl 1 


xe Vm. 
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Choisir successivement les tormes de la série (4) contenus dans V1, Va, 
et dont la somme des longuours est comprise entre 1 et 2. 


21. JZndication. Pour r = 1, la proposition se confond avec lo théorème 
de iemann 6.37. Soient f € E, un vectour quelconque ot E, ., son complément 
orthogonal. Par récurrence, il existe une permutation do la gérie (1) dont la 8om- 
mc des projections sur Æ, ., est se à un vecteur donné dans E, ... Ensuito, il 
faut choisir une partie dela série dont les composantes Suivant f forment une série 
convergente vers + œ et leurs compléments orthogonaux convergont absolu- 
ment (exercice a La partie restante do la série a les composantes suivant f 
de somme — œ. En les parmutant obtenir la projection voulue sur le vecteur f. 
La permutation nechange pas la somme des projections orthogonales (exercice 19). 

22. Indicatton. Appliquer le résultat de l'exercice 21 au complément ortho- 
gonal du sous-espaco 4. 


Chapitre 7 

1. Indication. f' (z) = 0. 

2. [ndication. Appliquer le théorème de Lagrange 7.44. 

3. [ndication. Appliquer lea théorème de Lagrange 7.44. 

4. Indication. On a y” (0) — 0, mais y” (x) ne tend pas vers O0 pour r—+ 0. 

5. Indication. 1] suffit de voir le cas f” (a) << 0 << f” (b) et do démontrer 
l'existenco d’un polnt € $ (a, b) ave 1,69 = 0. Le point en lequel f (z) attoint 
sa valeur minimale cst le point cherché, 

6. Indication. Démontrer par l'absurdo, à l'aide du théorème 7.44. 

7. Indication. Si l'inégalité cherchée est juste pour deux points À — (Ar, ... 
cs hp)E Rp et h= (lu,..., Up} € Rp, elle i'est pour tout le segment 
qui les joint dans R}: Elle est évidento pour les points de le forme À! — (0, ... 
+. 1, ... 0}; passer maintenant à n'importe quel point à — (A, ..., An). 

8. Indication. L'inégalité 


LOL HOT G<z<p) 
est équivalente à la définition d’une fonction convexe dans l'exercice 7. 
9. {ndtcation. En passant à la limito dans l'inégalité 
f (z}— f (ce) { (P}—f (a) 1 (B)—f (z) 
“a fe < ps (e<s<h 
pour B N z on aboutit à l'existence de f&r (z) et à l'égalité f (z + 0) = f (:). 
Si l’on pose & / z, on obtient l'existence de fg @ et la relation f (z — 0) = f (x). 

10. Indication. C'est une conséquence de l'inégalité de l'exercice 9. 

11. Zndication. Les intervalles (fg (x), far (z)), construits pour tout couple 
de points en lequels /’ (z) n’existe pas ne so coupent pes. 

12. {ndication. 11 résulte de l'hypothèse que lea seuls points communs à 
la courbe y — f (z) et à sa corde quolconque sont les extrémités do la corde. La 
courbe est donc soit au-dessus, soit au-dessous de la corde. Passer continOment 
de la corde dont les oxtrémités ont a, b pour abscieses à n'importe quelle corde. 

13. Zndication. Si la courbe y = f (x) possède, pour z > 17,, un point 

zu. f (z1)) au-dessous de la demi-tangente, alors ln courbe passe au-dessous 
e la cordo joignent les points d'abscisses zo et z,. Appliquer 7.22 (2). 

14. Zndicatton. Appliquer la règle de L'Hoepitel aux limites daos l'oxarcice 
10 du chapitre 4. 

15. F ndicaiion. Appliquor la formule de Lagrange au rapport 


1 (a4-h) —f (a) | 
16. Zndicaiion. Le coefficient angulaire de le tangente on z,, — 2 ne dépasse 
pas celui de le corde menéo par les points z,41 et zn. 


‘+ Jak 2285 
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17. Indication. En fixant m ponr un 7, donné choisissons l'accroissement 
h= + _ . Alors les accroissements de tous les @m (z} à partir du m-ième sunt nuls. 


La fonction @hn-41 (7) a los intervalles de longueur £ sans points anguleur; 
celui d'eux qui contient le point zx, contient auesi l'un des intervalles (20, zo + 


+7) : (20. Ze — 7x) . Sur cet intervalle, toutes les fonctions précédentes 


m 
qn (z}, k << m — 1 n'ont pas de points anguleux non plus, leurs accroissements 


sont égaux cn module à celui do la variable indépendante. Délinitivement, on a 
m—i 


àf (x) ” pr (zx) - Fe nombre pair pour m pair, 
Y > Az un nombre impair pour = impair. 


R=0 
Donc, ae n'a pas de limite ponr Az +0. 


Chapitre 8 

1. [ndicatton. Toutos les dérivéos de la fonction + —!/*? pour z — 0 sont nui- 
les: pour la démonstration, utiliser l'exercice 15 du chapitre 7. 

Indication. Trouvor et estimer le terme principal dans la formule de 
Leibniz. 

3. {ndication. Appliquer un nombre convenablo de fois le théorème de Roïle. 

4. Indication. Considérer un point z, en lequel |/"(z) > M;—e, teuir 
compts du fait que / (z) —/ (z0) > f' (zo) (G—20) Ma ER. 

5. Réponse. 

fee) nf (+ h) + fe +2 — + (nf (r + nb) 


h—=0 An . 
6. {ndicatton. Si f” (zo) << 0, la courbe y — f (r) est au-dessous de sa tan- 
gente au voisinage du point r = zo (8.32). Voir l'exercice 13 du chapitre 7. 
7. Indication. L'existence d'une corde dout au moins une partie est nu- 
dessous de la courbo conduit à celle d'un point Go. [ (Zo)) au voisinage duquel 
la courbe est au-dessous de sa tangento; f” (x) = 0 oxclut cette possibilité. 
8. {ndicaiton. Appliquer les formules 4.73 (5): minorer sin z en module en 
tenant compte de ce que ch y => 8h y. 
9. Indication. Pour [y | => e 80 servir de l'estimation résultant de l'exercice 8. 
Pour {y |<e tenir compte de | cos z | => 1 — 6. | 
10. Réponse. (a) w << 10-7; (b) k < 1.03; (c) n > 10. En particulier, L'erreur 


fm (z)= lim 


commise en remplaçant le nombre e par la somme +5 + 10e +07 ne 
dépasse pas 1077. 
11. Réponse. 


Für >0 | fl De,)<0 


n impair 
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12. Réponse. Non. On peut en donner un exemple en se sorvant de l'exerci- 
13. Jndtcaiton. Appliquer l'inégalité 


{ 1 
——— CC —  (k=1, 2, ...). 
MHEET in Prsael 

14. Jndication. Si e est rationnel, alors nle est un nombre entier pour un 
certain n. 
. Indication. Appillquer les formules 8.37 (2’) et Ge 
16. Zndicaiion. Dans un voisinage de O, l'inégalité cherchée est bien juste. 
Si elle ne l'est pes dans tout l'Intervaile [—2n, 2n], alors il existe un point 
zo 5 0 en lequel l'inégalité devient égalité. Appliquer le théorème de Lagrange 
7.44 à l'intervalle |[0.zol. 

{7, Indication. Poser z = 7/2. 


Chapitre 9 
{. Jndication. Le coefficient angulairo de la composante linéaire vaut 


T 
7 |/4, 
Û 


où T cest la période de la fonction / (x). 

2. Indication, Considérer le second membre comme fonction (continue) de 
£, on supposant d'abord quo / (r) conscrvo son signe. 

3. Indicaiion. Si, par exemple, p (zx) décroît, alors @ (r) — œ (a + 0) décroit 
également et est non négative. 

4. Indicatton. Se fait par récurrence sur n. Une autre méthode: remplacer b 
ar z, dériver per Feppore à r et voir si les réponses se confondent. Rovenir à 
a formulo initiale en intégrant, remarquer que, pour x — a, les doux membres 
de l'égalité coïncident. 

5. /ndicatton. Généraliser de manière adéquate la démonstration du théo- 
rème 9.14.e. 

6. {ndicaiton. Appliquer le critère de Riemant (exercice 5). 

7. /ndication. VU quo 


HAGNlI—-I EN H<If Ee)—-1&") 1 
anpliquer le critère de Riemaun. 
8. Indication. Appliquer ie critère de Riemann. 
9. 7ndicatton. Dans le critère do Du Bois-Reymond (exercice 8), poser € == 


1 6 6 6 ; 
= 1, 3 3‘: ct remplacer à per TZ": respoctivement. 


CS 
y! 


10. 7ndicaiion. AppHquer le critèro de Lebesgue. 
{1. Jndication. Dans l'inégalité 


(2a)1l 2 1 LL [ (2n) 11 72 1 
Emo Ft <2< en 2n ! 
le rapport des membres extrêmes tond vers 1. 
13. Indication. D'après un e => 0 denvé, trouvons un Ô (e) à partir de la con- 


dition de la continuité uniforme de la fonction f (r) sur l'intervalle [4, Bi. 
Pour d (M) << 6, nous avons 


ÆXf+1 
LE (rs — 71) = | f(&) dr teslzss— 23 |, 
D | 
où Je;|<<e. 
29% 


Lhk INDICATIONS ET RÉPONSES 


n—1 
13. Zndicaion. Si >) |Zy4+e—z3| n'est pas borné, es erreura commises 
rs 


en remplaçant f(Ey)(z#+r—z;) par l'intégrale correspondante (2) peuvent 
augmentor indéfiniment on sommant sur f. Si f(z) a au moine un point de 
discontinuité, l'erreur n'est pas petite. 

14. Indication. En 9e servant de 1)-4}, vérifier (3) pour toute fonction en 
escalier / (x). En appliquant 5) et en approchant la fonction donnée continue par 
morceaux par une fonction on escalier, aboutir à (3). 


15. Indtcatton. Substituer t = 1/V3 dans 9.74 (4). 
Chaplire 10 
1. Jndication. Soit s—4 un point d'analyticité de la fonction f(s). On a 
TL 
= D LR 17 (|s—11<p), où, d'après l'exercico 8 du cha- 
0 
pitre 6: 
= = ro ON (1) = k(k—1)... (k— : 
f4)=llm f (+) Ze fes (1) 2 (k— 1)... (k—n+1) ax 


D'après la conséquence du théorème d'Abel (6.67) et l'exercice 15 du chapi- 
tre 7, on « 


sé S ane, firm (0) Si auk (k—1) ... (k—n+1)at#t, 
0 


d'où la convergence de la série 


in etè s 
> f . ) (seit) 


pour |3—e | <p. 
2. Indication. Partir de l'égalité 


L- -à 
ÿ An — — = > bas, 
u 0 


où Tin [En | << 1. 


3. {ndicatiton. Covsidérer l'application w:==/f (3) au voisinage du point 29. 
&. Indication. Appliquer le principe du maximum à Ie fonction +@ 
£ 


5. Indication. li faut démontrer la relation (rs rs ra) 
Inr;—1lnr) Inrs—inrs 

MCD < Ts nn M Ctir—nre 
Considérer la fonction z%f (z), où a est un nombre tel qua re M (r1) =r$M (rs). 


6. Zndication. Appliquer la méthode de 10.16. 
7. Indication. Vérilier pour chacune des fonctions az, s + b, î , Utiliser 10.55. 


in M (ra). 


8. Indication. Estimer les expressions a, dans 10.38 (2). 
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9. Indication. Calculer l'accroissement de l'argument en contournant cha- 
que zéro et chaque pôle le long de la petite circonférence. 
10. Zndicalion. So servir de 10.44. 


{1. Zndication. Soil g (2) = > a (s— a)" ; alors 
0 


ba ah 
Lam +. + gomme) LE] D) ceim (a)+.… + gomam#h) (a) ns 
h=0 


12. Réponses. a) Tout feuillet do la surface riemannienne de la fonction 
w (+) est Le plan coupé le fong d'une ligne joignant les points 1 et —1 (par exem- 
ple, le Iong du segment de l'axe réel Er 11 ou de son complémentaire par rap- 
rt à l'axe) ; la surface riemannienne est à deux feuillets, qui sont collés suivant 
es bords de Îa coupure: le bord inférieur du premier feuillet avec le bord supé- 
rieur du deuxième; les points de branchement sont —1 et +1 du plan des w. 
Dans le plan des 2, les domaines où la fonction est injoctive sont : l’intérieur du 
cercle unité et l'extérieur de ce cercle. b) Dans le plan des 3, las domaines, où La 
fonction est injective sont Îles bandes kn << r << (k + 1) x (k = 0, +i, 
+2, ...); la fonction inverse z — Arccos w est à une infinité de déterminations: 
ur construire la surface riemannienne, il faut couper chaque feuillet du plan 
es w le long de l'axe réel de — oo à — 1 et de +1 à + oc. Le bord supérieur de 
la moitié gauche de la coupure du k-{ème feulllet est collé au bord inférieur de 
la moitié gauche de la coupure du (k + 1)-ième feuillet, le bord supérisur de 
la moitié droite de la coupure du k-ième feuillet au bord inférieur de Ia moîtié 
droite du (k — 1)-ième feuillet. 
13. Zndication. So servir de l'expression de cos : par l’exponontielle. 
14. Indication. Considérer la fonction ef () +... + e,f, (2), où les nom- 
bres «) sont tele que | ce, | = 1 ot que, au point :, de maximum de | f; (z) | + 
+... +1, &@) |, on a 


Cfa Go) + 00 + cafn Go) = L'f Go) | + 4. + fn Go) le 
15. Jndication. Appliquer 10.49. 


. { 
18. Zndicatiton. Considérer FG : 


Là 
47. Indication. 0 -".-1@, où gç(s} est bornée pour 3—> 0. 


Intégrer cette relation Le long d’une circonférence de rayon assez grand. 
18. Indication. Si P (£) ne s’annule pas, alors Fi atteint eon maximum en 
un point fini, 
19. Indication. : 
A { Œ} dé bn 
PRET 
ln kR 


2h —{£% 


où la sommation s'étend sur tous ics pôles de f (z} à l'intérieur du contour rh. 
D'autre part ; 

i f JŒ)dE __1 (LEE , 3 ( OS 

TU E—2 2xt £ l e. E(E—2) 


Un n 


= o+ + f LOS 


s É(ŒE—3)" 
la dernière intégrale tend vers 0 pour n—+ 0. 
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20, Indtcaiton. En ce qui concerne les produits infinis, voir l'exercice 10 
du chapitre 6. intégrer la décomposition en élémenta simples donnée dans l’exer- 
cice 19 et s’y débarrasser des logerithmes. 

21. Indicatton. Se servir de l'exercice 9 dh ChABIES 8. Pour la première 

sin = 


décomposition de j'exercice 20, poser g (?} = ——. 
22, Indication. Considérer la fonction 
D 
fe", ÀA< 5x ? 


dans io secteur | arg £ | & @, | z | < r et appliquer lo principe du maximum. 
23. Indication. Appliquer l'exercice 22 à la fonction f (z} "3 (y => 0) dans 
chaqua quadrant du demi-plan supérieur et déduire l’estimation 


| f (a) e" [<< max {c, my}s my= max agete LES 
r 


SI my > €, alors la fonction | f (<:) | atteint son maximum en un point de l’axo 
imagiuaire, ce qui est impossibio pour f (:) & const (exercico 3). Donc, m, & €, 
IfG@I1<cle”*Ÿ];: passer à la limite pour Vas 0. 

24. Indication. Appliquer l'exercice 23 et le théorème de Liouville. 


Chapitre {1 
{. {ndication. Démontrer la formule pour le triangle intérisur où la fonction 


à intégrer est continue, puis passer à le iimito. 
2. Ffndicaitton. 


B f B ab 
(ren—tons (ten a ( 169 ne | LE y 
E 4 T E 4 Z 
[4 œ œ aa 
bp ba b ; b ; 
— { OS ETC PS | LO ar j@hta fine, 
ba aa af 


aa <£ <ba, ap<n < bÿ. 


3. Réponse. I(p}= . VÆ avec une valeur convenable de Vp. Choisir 


pour contour celui du secteur formé d'un segment de l'axe des z, d'un segment 
e la demi-droite og — pet de l'arc d’une circonférence centrée à l'origine des 
coordennées. 


4. Inditation. Se servir de l'exercice 3. 


1 Ta 
Réponse. Fi=Fi=+ V5 ‘ 
S. Héponse. 


I=2n Ÿ Res [TE 22 | 


où la somme est étendue eur toutes les racines du polynôme Q (r) dans le demi- 
plan peur 
6. Réponse. L'intégrale avec le limite infinie n’est pas uniformément con- 
vergente par rspport au paramètre y. 
. Indication. Comparer Les valeurs de s2-! sur l'intervalle (e, + )] par- 
couru dans les deux sens. 
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